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Um mecanismo muito conhecido desde os tempos antigos para o transporte de blocos
de pedra consiste em apoid-los sobre cilindros rolantes. Tal método, usado, por
exemplo, pelos antigos egipcios durante a construcdo das piramides, permitia que
imensos monolitos fossem deslocados de maneira relativamente estavel por conta de
que cilindros sdo sélidos formados por figuras de didametro constante (circulos) ao
longo do seu comprimento, e isso assegura que o bloco arrastado fique sempre a
mesma distancia do chdo durante o transporte. A figura 1 mostra, em vista lateral, um
monolito sendo transportado sobre cilindros de diametro da base iguala 1 m.
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Figura 1

A pergunta que proponho ao leitor, para inicio da nossa investigacdo, é a seguinte:
além da forma circular, existe alguma outra que, ao “rolar”, também preserve fixa a
distancia do bloco transportado até o solo?

Por estranho que pareca, além do circulo, existem infinitas outras formas geométricas
planas de didametro constante e, sendo assim, qualquer sélido reto com secg¢des
paralelas a base (e que seguem seu comprimento) com uma mesma dessas formas
geométricas planas de diametro constante serd um substituto do cilindro no problema
em questao.

O triangulo de Reuleaux é um exemplo simples de forma geométrica plana nao circular
de diametro constante. O nome desse tridngulo foi dado em homenagem ao
engenheiro alemdo Franz Reuleaux que, no século 19, projetou mecanismos
envolvendo essa forma geométrica. Reuleaux é considerado por muitos historiadores
da ciéncia como sendo o pai da cinematica por suas contribuices a essa area da fisica.
Apesar do nome, o triangulo de Reuleaux ndo é propriamente um triangulo, mas, sim,
uma curva formada a partir de um tridngulo equilatero da seguinte maneira: partindo
de um triangulo equilatero ABC de lado L, fazemos trés arcos de circunferéncia de raio
L, centrados em A, B e C, conforme indica a figura 2; a figura obtida é chamada de
triangulo de Reuleaux.



N3o é dificil imaginar um sélido reto - com triangulos de Reuleaux nas secgdes
paralelas - substituindo o cilindro no problema do transporte do bloco. Ao “rolar” esse
solido sobre o chdo, a distancia entre o ponto do bloco em contato com o sélido e o

chdo serd sempre de 1 m (figura 3)
B

Figura 3

Figura 2

Normalmente os textos de matematica se referem as figuras como o circulo e o
triangulo de Reuleaux como formas de largura constante, porém, por razdes
particulares que ficardo claras ao final deste artigo estamos dizendo que sdao formas de
didametro constante. Neste caso, é importante que seja esclarecido o que estamos
chamando de didmetro de uma figura plana.

Sem apelo ao rigor matematico, imaginemos a seguinte situacdo: sejam r e s retas
paralelas girando em torno de uma curva fechada convexa A de forma que A sempre
fique “perfeitamente espremida” entrere s, sendo P e Q os pontos de interseccao de r
e s com A (assuma que esses pontos sejam Uunicos). Nesse caso, chamaremos a
distancia entre P e Q de um didmetro de A. Ao girarmos r e s na condicdo estabelecida,
podemos verificar “intuitivamente” que o diametro de A poderd ser constante, como
no caso do circulo e do triangulo de Reuleaux, ou ndo, como no caso da figura 4.
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Figura 4

Aos leitores interessados em uma definicdo precisa de curvas de largura (diametro)
constante envolvendo conhecimentos elementares de cdlculo recomenda-se a
referéncia [1].

A titulo de ilustragdo, na figura 5 indicamos o maior diametro de trés curvas fechadas

convexas.



Circulo de centro C
(os didmetros s8o0 constantes e iguais a PQ)

/:\ Elipse de centro C e eixo maior PQ
= (didmetros ndo constantes sendo o maior deles de medida PQ)

Trigngulo qualquer
(o maior digmetro & PQ, que & o maior lado do triangulo)

P Figura 5

De forma geral, chamamos de poligono de Reuleaux a uma curva particular do
universo das curvas de diametro constante, obtida a partir de um poligono convexo
com a regra descrita a seguir. O poligono de Reuleaux tem que ser formados por arcos
circulares, de mesmo raio, centrados nos vértice opostos aos lados do poligono.
Algumas consequiéncias e desdobramentos da definicao dada sao:

1. SO existem poligonos de Reuleaux obtidos a partir de poligonos com nimero
impar de lados.

2. E possivel construir curvas de didmetro constante a partir de triangulos
irregulares, porém, para que um tridngulo possa ser usado como referéncia
para a construcao de um triangulo de Reuleaux ele tem que ser regular (isso
porque poligonos de Reuleaux tém que ser formados por arcos circulares de
mesmo raio). Veja na figura 6 uma curva que, apesar de ter didmetro
constante, e de ter sido obtida a partir do “gabarito” de um triangulo, ndo é

denominada de tridngulo de Reuleaux.

x = soma dos dois maiores
lados do triangulo ABC
(no caso da figura, x = a+b)

Figura 6

Ver referéncia [10]



Observe que a figura 6 descreve um procedimento geral para construcdo de curvas de
diametro constante a partir de tridngulos quaisquer. No caso particular em que o
triangulo ABC é regular, com a=b=c, a constru¢ao descrita produzira trés arcos de
mesmo raio, formando um triangulo de Reuleaux.

Encontramos curvas de didmetro constante e, em particular, poligonos de Reuleaux
em varios contextos aplicados como, por exemplo, nas moedas britanicas de 20 e de
50 pence, que sdo aproximadamente heptdgonos de Reuleaux. No caso dessas
moedas, consegue-se uma estética diferente do padrdo circular mantendo-se o
diametro bem determinado, que é um imperativo para o seu uso em maquinas de
refrigerantes ou de jogos. Uma curiosa aplicacdo do triangulo de Reuleaux se deve ao
engenheiro inglés Harry James Watt, que, em 1914, aproveitando as propriedades da
curva, concebeu uma broca de furadeira com eixo flexivel para fazer furos com a forma
aproximada de um quadrado. A forma aproximada do tridngulo de Reuleaux também é
usada na fabricagdo de algumas palhetas de violdo, e em alguns tipos de lapis e
lapiseiras. Em ambos os casos o que se supde é que curvas de didmetro constante sao
mais ergondmicas para 0 manuseio.

Moeda inglesa de 50 pence

(heptatogo de Reuleaux) Broca com forma de tridngulo de
Reuleaux para fazer furos "guadrados”
(o eixo é flexivel devido ao fato de que
ndo ha um centro em posigdo fixa)

Lapis cujas secgbes transversais
tém a forma aproximada de um
triangulo de Reuleaux

Palheta em forma veiculos da Mazda. E um motor de
aproximada de um combustdo interna que utiliza rotor com a
triangulo de Reuleaux forma de triangulo de Reuleaux no lugar

dos tradicionais pistdes do motor Diesel.

Motor Wankel que, até 2012, equipava os


http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Wankel-1.jpg

Atividades com curvas de diametro constante no Ensino Fundamental

Nés, professores, frequentemente nos vemos diante de temas matematicos de grande
potencial para mobilizar o interesse matematico do aluno e, por vezes, desperdicamos
a oportunidade em mergulhar no assunto por julga-lo complexo. Em alguns casos, esse
receio estd associado ao fato de que o professor de matemdtica ndo se sente
confortavel em contextos onde tem que abrir mao da precisdo da linguagem, do rigor
conceitual ou das demonstracdes. Outro ponto de vista, do qual compartilho, é o de
gue ndo devemos perder a oportunidade de abordar temas complexos se por meio
deles for possivel fazer matematica interessante e desafiadora com nossos alunos.
Nesse caso, é decisivo para o éxito da aula que o professor faca uma boa sele¢ao dos
problemas que serdo propostos aos alunos, e que faca uma escolha cuidadosa da
escala de aprofundamento, abrangéncia e rigor que ira utilizar.

A seguir sdao sugeridas algumas atividades com curvas de diametro constante no
Ensino Fundamental que, se por um lado abrem mao do aprofundamento que o tema
exigiria no escopo de uma pesquisa matematica, por outro tem o mérito de colocar o
aluno na linha de frente de interessantes problemas matematicos. Ao final de cada
problema segue a resposta e um comentario para aprofundamento do professor no
assunto em questdo.

1) Calcule e compare as areas de um triangulo de Reuleaux (A; ), formado a partir
de um triangulo equildtero de lado 1, e de um circulo (A ) de didmetro 1.
n—+/3
2
Comentario: o tridngulo de Reuleaux é a figura plana de menor area dentre

Resposta: A; =

<A.=m

todas as figuras planas de um mesmo diametro constante (ver Nota do CE).

2) Calcule e compare os perimetros de um triangulo de Reuleaux (P;), formado a
partir de um triangulo equilatero de lado 1, e de um circulo (P_) de diametro 1.
Resposta: P, =P. =7
Comentdrio: curvas de mesmo diametro, como no caso das figuras deste
problema, apresentam sempre o mesmo perimetro. Esse resultado é conhecido
como teorema de Barbier.

3) Construa com régua e compasso um pentagono de Reuleaux.

Resposta: o procedimento é andlogo ao do tridngulo de Reuleaux, partindo de
um pentagono regular.



diametro constante (formas de Reuleaux) a partir
de qualquer poligono, desde que ele tenha um

numero impar de lados.

[
ﬂm Comentdrios: E possivel construir curvas de
B D
A E

4) Construa em papel cartdo um triangulo de Reuleaux e um circulo. As duas
figuras tém que ter mesmo diametro. Recorte-as com tesoura e mostre
experimentalmente que, quando colocadas entre duas réguas posicionadas em
paralelo, as réguas deslizam suavemente sobre as figuras, seja qual for sua
posicao.

Resposta:

Comentdrio: Havendo possibilidades, recomendo a construcdo de pecas em
madeira ou metal a partir dos moldes em papel cartdo obtidos pelos alunos. A
respeito disso, nao deixe de visitar a pagina-web indicada na referéncia [2].

Sélidos em metal construidos a partir de
moldes de circulo e de triangulo de Reuleaux.


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/58/Reuleaux_triangle_54.JPG

Uma generalizagao de Pi

No circulo, a razdo entre o perimetro e o didmetro é denotada por w. Agora que
ampliamos a definicdo de diametro de uma curva plana, é natural que se tenha
interesse em saber se a razao entre o perimetro e o didmetro é igual para todas as
curvas. Para essa investigacdo, a partir de agora denotaremos a generalizagdo dessa
razao por pi, e a definiremos da seguinte maneira:

perimetroda curva (*) aqui chamaremos de didmetro da curva ao
diametroda curva valor maximo dos didmetros de A que haviamos
definido anteriormente.

pi(curva) =

Com essa definicdo, o valor de pi depende apenas da forma da curva, e ndo do seu
tamanho. Por exemplo, verifique vocé que:

pi(circulg=m
pi(tridngulcequilaterp=3
pi(trianguloreta nguldséscele)s=1+\/5z 2,414

pi (tridanguloqualquey= perimetrodo triangulo s (*) Pode-se demonstrar que o
comprimend domaiorlado didmetro de um triangulo qualquer
pi(quadradd= 2\/5 sempre serd seu maior lado.

(hoquadradoo didmetroé suadiagong|

Talvez, neste momento, o leitor esteja levantando a hipdtese de que, dentre todas as
curvas de mesmo didmetro, o circulo seja a de maior valor de pi. Isso de fato é
verdadeiro, porém, é necessario ressaltar mais uma vez que as curvas permitidas nessa
“disputa” devem ser fechadas e convexas, caso contrario seria perfeitamente possivel
encontrar uma curva de mesmo perimetro de um circulo e com drea maior que a dele,

como se vé na figura a seguir:

B B'

]ll Circulo de perimetro 1 e diametro de medida AB

¥

/\ Poligono ndo-convexo de perimetro 1 e didametro de medida A'B'=AB
o A

Pode-se demonstrar que, se o dominio de pi estiver restrito as curvas fechadas
convexas, entdo o circulo sera a curva que maximiza o valor de pi.

Ao analisarmos pi para os quadrilateros convexos, é facil demonstrar que os losangos
ndo quadrados tém pi menor do que pi dos quadrados de mesmo perimetro, como se

vé a seguir:



Quadrado de lado £, perimetro 4£ e didmetro AB = £ j2
Losango de lado £ , perimetro 4/ e diametro A'B'>AB
Note que A'B' < 2¢ (condicao de existéncia do triangulo)

Seque que £.J/2 < A'B'< 2/ e, portanto, pi(quadrado) > pi(losango) .

Um pouco mais dificil seria a demonstracdao do seguinte resultado: dentre todos os
retangulos de lados x e y, o de maior pi sera aquele com x=y, ou seja, o quadrado. Para
uma demonstracao desse resultado, consulte a referéncia [3].

Além daquilo tudo que ja foi dito, um resultado verdadeiramente surpreendente é o
de que o quadrado, que tem o maior pi dentre os quadrilateros usualmente chamados
de notaveis, ndo é o quadrildtero convexo de maior pi. O quadrilatero convexo de
maior pi € uma pipa, cuja investigacdo serd proposta em um dos exercicios sugeridos a

seguir.

Atividades com a generalizacao de Pi no Ensino Médio

InUmeros problemas interessantes a respeito de curvas de diametro constante, e da
generalizacdo da razdo entre o perimetro e o didmetro de uma curva, podem ser
propostos para alunos do Ensino Médio, seja em aulas regulares do curso, ou em
clubes de matematica. A seguir, apresento alguns exemplos.

1) Dado um retangulo em que o lado maior mede o dobro do lado menor, calcule

pi desse poligono.

o 6/5
Resposta: pi (retangulo x por 2x) = —
Comentario: A atividade pode ser repetida para retdngulos com lados
consecutivos de medidas cada vez mais préximas uma da outra como, por

3x 5x 9x ] .
exemplo, xe —,xe —, ouxe ? Em seguida, pode-se conjecturar que,

quando o comprimento do retangulo se aproxima de sua largura, pi (retangulo)
aumenta e se aproxima, no limite, a pi (quadrado).

2) A pipa PQRS esta inscrita no quadrado ABCD de lado ¢, conforme figura abaixo.
Se PQ=PS = ¢, mostre que pi (pipa) sera maior do que pi (quadrado).



A S D
Resposta: Prove inicialmente que os angulos internos da pipa medem 60°, 75°,
75° e 150°. Com uso da trigonometria os calculos conduzem ao seguinte

resultado: pi(pipd =2+2+2 —/3 ~3,035> pi(quadradd= 272 ~2,828.
Comentario: O caminho da demonstracdo de que pi da pipa analisada nesse
problema é o maior valor possivel de pi de um quadrilatero convexo pode ser
encontrado na referéncia [3].

3) Mostre que podemos inscrever a pipa do exercicio anterior em um tridngulo de
Reuleaux. Faga essa construgdo com régua e compasso.
Resposta: \

Comentario: Outro exercicio interessante seria o da inscricdo de um hexagono
em um triangulo de Reuleaux. O hexagono obtido dessa maneira ndao serd
regular (é equilatero, porém ndo é equiangulo). Interessantes extensdes dessa
ideia podem ser encontradas na referéncia [4].

4) Compare os valores de pi de um tridangulo de Reuleaux e de um circulo, ambos

calculados por meio de uma nova férmula, indicada por pi :



4xAreadacurva

i (curva) =
i ) (didmetroda curva)’

Resposta: pi*(tridangulo de Reuleaux) = pi* (circulo) =1
Comentdrio: Pode-se demonstrar que as férmulas pi (curva) e pi* (curva) sao

equivalentes. Desdobramentos dessa ideia sdo encontrados na referéncia [4].
5) Seria possivel construir uma bicicleta cujas rodas tenham a forma de triangulos

de Reuleaux?

Resposta: Sim. Ver o video de uma bicicleta assim na referéncia [5].

Comentdrio: A principal dificuldade nessa construcio é a de que,

diferentemente de um circulo, o tridngulo de Reuleaux ndo tem um centro fixo.

Ver referéncia [6].

Uma surpresa final na terceira dimensao

Das curvas planas de uma dada largura constante, o triangulo de Reuleaux é a
de menor area, o que é conhecido como teorema de Blaschke—Lebesgue. Na
terceira dimensdo, dentre todos os sélidos de uma mesma largura constante
dada, ainda ndo se sabe qual é o de menor volume. Curiosamente, o tetraedro
de Reuleaux (ou tetraedro esférico), que seria o sélido obtido a partir da
interseccdo de quatro esferas de raio r centradas nos vértices de um tetraedro
regular de aresta r, sequer é um sdlido de largura constante. Tal resultado foi
demonstrado no inicio do século 20 pelo matemadtico suico Ernest Meissner
que, em seu trabalho, também prop0Os os ajustes necessarios ao tetraedro de
Reuleaux para transformd-lo em um sélido de largura constante, conhecido
como solido de Meissner (ver referéncia [8]). Um caso particular do problema
em questdo que ja se conhece é o de que dentre todos os sdélidos de revolugao
gue tém uma mesma largura constante dada, o de menor volume é aquele
obtido por meio da rotagao do triangulo de Reuleaux em torno de um de seus
eixos de simetria (ver referéncia [9]).
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