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Esse tipo de erro recebe 0 nome de erro singular .

Outros 11% dos erros, chamados de erros de transposiC;ao, referem-
se a troca de dois dfgitos (ou algarismos), como, por exemplo, escrever
MTAEMATICA, quando 0 correto seria MATEMATICA. OS demais
10% dos erros estao distribuidos em divers as categorias, nenhuma delas

.. representando mais de I% do total.

E born que fique claro que existem particularidades em cada sistema
'de c6digos, ou ate mesrno em cada idioma, que podem mudar significati-
vamente essa distribuj~ao de probabilidades. Apenas para citar urn exem-
plo, na Suecia os numeros de identificac;ao de cada cidadao sao constituf-
dos por 6 algarismos para a data de nascimento (ano/mes/dia), seguidos
de 3 algarismos para evitar duplicac;6es de datas. Muitas pessoas, no
entanto, ao digitar, permutam os algarismos do ana com os do dia, crian-
do urn erro muito freqUente, que nao e singular nem de transposic;ao (tra-
ta-se aqui de urn erro de trocas duplas).

Sabendo-se que nos dias de hoje cada vez mais usamos os computado-
res para armazenar e processar as informac;6es digitadas, nao seria possi-
vel criar urn sistema que pudesse identificar com 100% de seguran~a urn
erro de digita~ao do tipo singular Oll de transposiC;ao? Se isso fosse possi-
vel, nosso sistema daria conta de evitar cerca de 90% dos erros mais
freqUentes de digitac,:ao.
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Introduc;ao

Recentemente fui obrigado a solicitar uma segunda via do meu regis-
tro geral (RG) e para minha surpresa acrescentaram urn dfgito ao final do
meu antigo ntimero de RG. Na ocasiao fiquei curiosa em saber as raz6es
desse digito adicional, fato que so esclareci recentemente e que compar~
tilho com 0 lei tor neste artigo devido ao grande interesse matematico da
questao.

A abordagem aqui proposta procura despertar a curiosidade do profes-
sor e sugerir material para aulas de aritmetica do ensino fundamental e
algebra do ensino medio.

A aritmetica modular e a soluc;ao do problema

o sistema ISBN (Intemational Standard Book Number), criado em
1969 para a identifica~ao numerica de livros, CD-Roms e publicac,:6es
em braille, talvez seja urn dos pioneiros na utilizac,:ao de urn dfgito de
verificac,:ao ao final de cada codigo capaz de resolver 0 problema dos
erros singulares e de transposir;ao. Por exemplo, 0 codigo ISBN 85-00-
00669-2 refere-se aolivro Os numeros govemam 0 mundo, de Malba
Tahan. Com excec,:ao do Ultimo dfgito da direita, que e 0 dfgito de con-
trole, os demais 9 dfgitos sao responsaveis por identificar 0 pafs de ori-
gem da obra, a editora e 0 livro propriamente dito.

Os equipamentos que recebem a digitac,:ao de urn codigo ISBN
Xl X2 X3 X4 Xs X6 X7 Xs Xg e seu dfgito de verificac;ao xlO estao pro-
gramados para verificar se 0 resultado, S, da conta

lOXXl +9XX2 +8xx3 +...+2xxg +lxxlO

Sistemas de informac;ao e a seguranc;a na transmissao de dados

Aqueles que por oficio sao obrigados a digitar enormes quantidades
de ntimeros, como, par exemplo, 0 caixa de urn banco ou 0 caixa de urn
supermercado, sabem muito bem que freqUenternente acabam cometendo
erros de digitac,:ao. Urn erro de digitar;ao pode terserias implicac,:6es, de-
pendendo da natureza do que esta sendo registrado. Imagine, por exem-
plo, que em diversos institutos de investigac,:aomedica, os dados de cada
paciente em estudo sao mantidos em sigilo, 0 qu~ faz com que cada urn
seja apenas identificado por urn codi-go numerico. Urn erro de digitac,:ao
de urn codigo nessa circunstancia pode implicar serios riscos ao paciente.

Pesquisas recentes ([2]) sobre a natureza dos erros de digita~ao come-
tidos revel am urn fato curioso. Cerca de 79% dos erros ocorrem com a
digitac,:ao equivocada de um tinico dfgito (ou algarismo), como, por
exemplo, digitar I 573, quando 0 correto seria I 673.



e divisivel por 11 ou nao: 0 algarismo de verifica~ao e escolhido de tal
forma que 0 resultado dessa conta tenha sempre resto zero na divisao por
11, ou com a nota~ao de congruencia, S =0 (mod 11). Veja, no exem-
plo do livro de Malba Tahan, que

10x8+9xS+8xO+7xO+6xO+SxO+4x6+3x6+2x9+1x2=187,

que e divisivel por 11.

Podemos demonstrar urn importante resultado com rela~ao a esse sis-
tema de aritmetica modulo 11:

Proposi~ao
Se ocorrer na leitura de urn codigo ISBN urn, e apenas urn, dos
dois erros (singular ou de transposiffio), entfio a sorna S nfio
sera urn rnultiplo de 11.

A hipotese de s* ser multiplo de 11 mais uma vez e absurda porque
nos conduziria a conclusao de que urn dos numeros j - i ou a j - ai ,

que sao numeros inteiros nao nul os entre -10 e 10, e multiplo de 11.
Segue que S* nao pode ser multiplo de 11.

Se agora admitirmos que na leitura de urn c6digo ISBN so ocorrem er-
ros singulares ou de transposi~ao, nao mais do que uma vez em cada nu- .
mero, entao nao ocorrem erros na leitura de urn c6digo ISBN se e so-
mente se a soma S for um mliltiplo de 11.

E born lembrar que, ao digitarmos urn codigo ISBN cometendo urn
erro singular ou de transposir;ao, 0 equipamento que recebe os dad as sera
capaz apenas de acusar a existencia de urn eno devido ao fata de S nao
ser divisivel par 11, mas nao sera capaz de encontra-lo; 0 que impliea
dizer que 0 digitador tern ainda como tarefa procurar 0 erro cometido.

Demonstra~ao

Caso 1: ocorre urn erro singular.

Seja XI'" Xi ... xlO urn codigo ISBN com digito de verifica~ao xlO

e xI'" x; ... xlO . 0 resultado da ocorrencia de urn erro singular na"

i-esima posi~ao. Chamemos de S e S* as somas correta e errada res-
pectivamente. Temos evidentemente que S = 0 (mod 11) e

S*-S= (11- i)(x; - xi) .

Se admitirmos por hip6tese que S* e multipl0 de 11 entao, como

11 e primo, concluimos que 11 divide 11-i ou divide x; - Xi' 0 quee

urn absurdo, pois 11- i e x; - Xi SaDnumeros inteiros nao nulos entre
-10 e 10. Logo, S* nao e multiplo de 11.

Caso 2: ocorre urn erro de transposi~ao.

Seja XI '''Xi X} "'XIO um codigo ISBN, xlO 0 digito de',verifi-

car;ao e xI'" x} Xi ... XIO 0 resultado da ocorrencia de uma trimsposi-

r;ao dos algarismos Xi ex} nas posi~5es i e j (i:j:. j). Nesse caso, a

diferen~a S*-S e igual a

(11- i) X j + (11- j) Xi - (11- i) Xi - (11- j}x j = (j - i) (x) - xi) .

o digito de verifica~ao do RG
Para 0 Estado de Sao Paulo e muitos outros Estados brasileiros, 0 di-

gito de verifica~ao do RG e calculado da seguinte maneira:

Seja Xl X2 X3 X4 Xs X6 X7 XgX9 0 RG de urn individuo e xlO 0 di-
gito de verifica~iio. Temos que a soma

IOOxxlO +9xx9 +8xxg +7xx7 + ... +2XX2 +lxxl

devera ser divislvel por 11 para que nao tenha ocorrido urn erro singular
ou um erro de transposir;ao. Como normalmente se reserva apenas urn
algarismo para 0 digito de verifica~ao, que e urn inteiro entre 0 e 10 na
aritmetica modulo 11, normal mente se usa a letra X para representar 0
digito de verifica~ao 10, como, por exemplo, 0 RG numero
25135622 - X . Verifique que

100xl0+9x2+8x2+7x6+6x5+Sx3+4xl+3x5+2x2+1xO
e divisivel par II.

Em Portugal, onde 0 algoritmo de verifica~ao dos documentos de
identificar;ao e igual ao nosso, com a diferen~a de que h1 se utiliza peso
10 no digito de verificar;ao em vez de peso 100, os responsaveis pela
concep~ao do sistema decidiram nao utilizar a letra X para urn digito de
verifica~ao 10, optando pelo usa do zero para representa-Io. E curioso
notar, no caso portugues, onde urn digito de verifica~ao 0 pode signifi-
car a numero zero au a numero dez, que toda a concep<;ao do sistema de



detec<;ao de eITOSsingulares e de transposi<;ao esta comprometida para os
portadores de documentos de identifica<;ao com dfgito de verifica<;ao
igual a 10.

E born notar que 0 sistema brasileiro tambem nao e uniforme. Recen-
temente descobri que 0 dfgito de verifica<;ao do RG de um amigo nascido
no interior do Rio Grande do Sui nao segue 0 mesmo algoritmo valido
para Sao Paulo e muitos outros Estados.
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