19. O ensino de Calculo: dificuldades de natureza epistemoldgica

Wanderley Moura Rezende

O problema

Um dos grandes desafios ho ensino superior de matemdtica ainda €, sem duvida,
o tdo propalado " fracasso no ensino de Cdlculo". Creio que, se investigarmos a origem
histérica de tal "fracasso”, verificaremos que este tem inicio desde o momento em que
se comega a ensinar Cdlculo.

Barufi (1999), em sua tese de doutorado, nos revela alguns dados alarmantes
dessa crise: o indice de ndo-aprovagdo em cursos de Cdlculo Diferencial e Integral
oferecidos, por exemplo, aos alunos da Escola Politécnica da USP, no periodo de 1990
a 1995, varia de 20% a 75%, enquanto que no universo dos alunos do Instituto de
Matemdtica e Estatistica o menor indice ndo € inferior a 45% - isto €, ndo se aprova
mais do que 55% em uma turma de Cdlculo.

No que diz respeito a UFF, instituigdo onde leciono, os indices de ndo-
aprovagdo sdo bem mais catastréficos do que os levantados por Barufi, na USP. O
grdfico a seguir descreve essa realidade a partir de um levantamento efetuado com
base em dados disponiveis relativos ao periodo de 1996 a 2000.



indice de ndo-aprovacdo em cursos de Célculo na UFF

100,0%

90,0% [

80,0% -

L[] | @ calculo Aplicado 1 (Curso
= Bésico de Engenharia)

B CDI 5 (Cursos de Quimica
e de Arquitetura *)

O Calculo 1 (Curso de
Matematica)

70,0% -

60,0%
50,0%
40,0% 1
30,0% 0O Matematica Basica (Curso
| de Matematica)

20,0%

10,0%

0,0% -+

T T T T RS T T o

96.1 96.2 97.1 97.2 98.1 98.2 99.1 99.2 00.1
Ano.semestre

Na UFF, a variagdo do indice de ndo-aprovagdo se encontra ha faixa de 45% a
95%, sendo que, para o Curso de Matemdtica, este ndo ¢ inferior a 65%. Ainda no que
tange aos dados do grdfico, gostaria de esclarecer dois pontos que permanecem
tdcitos sob a cortina dos indices apresentados: primeiro, que a partir de 1998 a
disciplina de Cdlculo Diferencial e Integral 5 ndo faz mais parte da grade curricular
do curso de Arquitetura; e, por Ultimo, que a disciplina de Matemdtica Badsica,
introduzida na grade curricular do curso de Matemadtica / Niteréi da UFF a partir do
segundo semestre de 1997, tem por objetivo auxiliar e dar um “embasamento” a
disciplina de Cdlculo 1. Dados mais recentes (veja tabela 1), fornecidos pela
coordenagdo do Curso de Matemdtica, sobre o indice de ndo aprovagdo dos alunos
deste Curso em uma disciplina inicial de Cdlculo I revelam, no entanto, que o problema
estd muito longe de ser resolvido.

ano.sem [fndice de ndo-aprovagdo (%) em Cdlculo
00.1 24 4
00.2 85,4
011 595
01.2 711
02.1 69,5
02.2 93,2

Tabela 1 - elaborada a partir dos dados fornecidos pela
Coordenagdo de Matemdtica da UFF (66T)



O relato desses fatos serve para dar a dimensdo exata da gravidade do
problema do ensino de Cdlculo. Excluir o Cdlculo de sua grade curricular ou criar
disciplinas subsididrias para o seu ensino representam, sem duvida, indicios de que o
tal problema ja atinge limites proximo do insuportdvel.

Tal situagdo de desconforto com relagdo ao ensino de Cdlculo ndo ¢ local e nem
caracteristica exclusiva da UFF; é geral e tem provocado, por parte de outras
instituigdes, atitudes inusitadas. Na USP, por exemplo, como nos relata Barufi (1999),
as disciplinas de Cdlculo Diferencial e Integral oferecidas para os cursos de
Matemdtica e Arquitetura passam a ser anuais a partir de 1993, contrapondo-se ao
padrdo da periodicidade semestral das demais disciplinas. Levando-se em conta a
tradigdo de exceléncia, pelo menos em termos hacionais, das Instituigdes aqui
reportadas, hd de se preocupar, e muito, com o "fracasso do ensino de Cdlculo".

Engana-se quem pensa que tal problema é cultural e que se justifica pela
condicdo sécio-econdmica da sociedade brasileira. A situacdo do ensino de Cdlculo nos
paises “desenvolvidos” ndo ¢ muito diferente, visto que trabalhos sobre esse tema tém
sido publicados e recebidos merecido destaque por parte da literatura especializada
internacional.  David Tall (1976), por exemplo, tem sido um dos principais
articuladores da drea de pesquisa " pensamento matemdtico avangado”, cujas questdes
giram em torno das dificuldades encontradas nas aprendizagens dos conceitos bdsicos
do Cdlculo, tendo a psicologia cognitiva como pano de fundo para as suas andlises
epistemoldgicas.

Outro exemplo internacional desta inquietagdo foi o movimento em prol da
reforma do ensino de Cdlculo, iniciado na década de 80, e que ficou conhecido por
“Calculus Reform" (ou Cdlculo Reformado). Tal movimento teve como elemento
deflagrador um polémico documento do famoso matemdtico Peter Lax, que atacava os
cursos de Cdlculo da época.

Segundo seus precursores, o “Calculus Reform” tem como caracteristicas
bdsicas: o uso de tecnologia, isto é, software computacional e calculadoras grdficas,
tanto para o aprendizado de conceitos e teoremas como para a resolugdo de
problemas; o ensino via a "Regra dos Trés”, isto ¢, todos os tdpicos e todos os
problemas devem ser abordados numérica, geométrica e analiticamente; grande
preocupagdo, ou pretensdo, em mostrar a aplicabilidade do Cdlculo através de
exemplos reais e com dados referenciados; tendéncia a exigir pouca competéncia
algébrica por parte dos alunos, suprindo essa falta com o treinamento no uso de
Sistemas de Computagdo Algébrica.

Um reflexo deste movimento nas universidades brasileiras ja comega a ser
percebido através do crescente nimero de trabalhos com esse perfil e apresentados
recentemente nos Encontros Nacionais de Educagdo Matemdtica. A construgdo de
laboratérios informatizados e a introducdo de softwares matemdticos no ensino de
Cdlculo tém sido a tonica das mais recentes propostas diddticas para esta disciplina.
Seria entdo o uso de computadores a redengdo para o ensino de Cdlculo? Dados



fornecidos no inicio desse artigo (figura 1 e tabela 1) revelam que a coisa ndo é bem
assim. Na UFF, por exemplo, apesar do uso de laboratdrios e softwares no ensino de
Cdlculo I, verifica-se que ndo houve avango significativo na melhoria dos resultados
finais.

Com base na problemdtica aqui apresentada surgem algumas questdes
interessantes: Qual € a razdo de tantas reprovagées? Onde reside a dificuldade? No
processo de aprendizagem? No aluno, isto ¢, na “fa/ta de base” do aluno? Ou estaria
esta dificuldade no préprio professor, ou ha metodologia de ensino, ou ainda, nha
estrutura curricular do ensino de matemdtica que ndo dd o suporte que esta disciplina
mereceria?

Diante da complexidade do problema, tem sido muitos as respostas e os
encaminhamentos apresentados pelos pesquisadores da drea. Uns preferem justificar
o problema no dmbito da psicologia cognitiva: acreditam que o problema é de natureza
psicoldgica, isto €, os alunos ndo aprendem por que ndo possuem estruturas cognitivas
apropriadas que permitam assimilar a complexidade dos conceitos do Cdlculo. Eo
caso, por exemplo, do grupo de pesquisadores, liderados por David Tall, que nos
referimos anteriormente e desenvolvem trabalhos na drea de ‘pensamento
matemdtico avan¢ado”.

Ha quem julgue, no entanto, que o problema é de natureza mais simples: as
dificuldades de aprendizagem sdo decorrentes do processo diddtico, isto €, a solugdo
reside em se encontrar uma forma apropriada para se ensinar a disciplina de Cdlculo.
O movimento “Calculus Reform”, citado por nds alguns pardgrafos acima, €, por
exemplo, uma clara demonstragdo da existéncia de tal pensamento.

Ndo obstante, pensamos de forma diferente: acreditamos que grande parte das
dificuldades de aprendizagem no ensino de Cdlculo é essencialmente de natureza
epistemoldgica. Pode-se dizer ainda mais: as raizes do problema estdo a/ém dos
métodos e das técnicas, sendo inclusive anteriores ao proprio espago-tempo local do
ensino de Cdlculo.

De fato, os resultados da tese de doutorado (Rezende, 2003) que realizamos
ratificam este nosso pensamento. Na referida fese foi elaborado, a partir do
entrelagamento dos fatos histéricos e pedagdgicos, um mapeamento das dificuldades
de aprendizagem de natureza epistemoldgica do ensino de Cdlculo. Tendo como pano
de fundo as dualidades essenciais e os mapas histéricos conceituais do Cdlculo, foram
consolidados e consubstanciados pelo autor da tese cinco macro-espagos de
dificuldades de aprendizagem de natureza epistemoldgica do ensino de Cdlculo. Os
macro-espagos aqui determinados foram identificados pelas cinco dualidades
fundamentais do  Cdlculo e do  seu  ensino: discreto/continuo,
variabilidade/permanéncia, finito/infinito, local/global; sistematizagdo/construgdo.



O macro-espago da dualidade discreto/continuo

O que se percebe tanto pelas atitudes dos nossos alunos de Cdlculo quanto pela
forma como o conteldo matemdtico do ensino bdsico de matemdtica estd estruturado
¢ uma total ignordncia das idéias do campo semdntico desta dualidade. Dois elementos
caracterizam bem esta “cegueira” o hiato entre os campos da aritmética e da
geometria no ensino bdsico de matemdtica e o circulo vicioso presente na significagdo
de ndmero real realizada pelos nossos alunos (a idéia de nimero irracional é definido
como sendo o nimero real que ndo € racional, mas, por outro lado, o conjunto dos
ndmeros reais é obtido pela reunido dos conjuntos dos numeros racionais e
irracionais). Assim, pode-se dizer que o dominio numérico da quase totalidade de
nossos alunos (mesmo aqueles que ja tenham feito um curso de Cdlculo ou Andlise) se
restringe aos racionais. Ndo sabem responder o que um nimero real é porque, como
diria Caraga (1989), ndo conhecem o reagente bdsico (o conceito de continuidade) de
seu processo de construgdo.

O macro-espago da dualidade variabilidade/permanéncia

No que diz respeito ao campo semdntico dessa dualidade pode-se perceber, no
dmbito do ensino superior de matemdtica, uma predomindncia da abordagem estdtica
sobre a abordagem dindmica das idéias bdsicas do Cdlculo. No conceito de derivada,
por exemplo, prevalecem os seus aspectos formal (como sua definigdo em termos de
limite) e geométrico (como o coeficiente angular da reta tangente) sobre a sua
interpretagdo dindmica em termos de taxa de variagdo instantdnea. Interpretar o
conceito de derivada tdo somente como “coeficiente angular da reta fangente"
significa ighorar o problema histérico essencial da "medida” instantdnea da
variabilidade de uma grandeza.

O mesmo ocorre com a ho¢do de fungdo. Desde cedo no ensino bdsico de
matemdtica, é introduzido um viés algébrico em seu processo de significagdo. No
estudo das fungdes reais a varidvel "x" é assumida tacitamente como a “varidvel
independente universal”. Cabe, entretanto, ressaltar que a idéia de fungdo é
estabelecida aqui, ndo no contexto da “variabilidade”, mas, em termos de uma
correspondéncia estdtica entre os valores das varidveis "x" e "y". O grdfico da fungdo
¢, em geral, "plotado” através de uma tabela em que os valores “notdveis” sdo
escolhidos pelo professor. A curvatura das curvas que compdem o grdfico da fungdo
¢, em geral, induzida pelo professor que tenta convencer o aluno, pelo acréscimo de
mais pontos, ou mesmo através de um sofisticado programa computacional, que a Unica
possibilidade é a dele - professor. Isto posto, procura-se estudar em seguida as
propriedades algébricas do conceito construido. Fala-se, por exemplo, em injetividade
ou sobrejetividade, mas ndo em crescimento ou decrescimento da fungdo, ou melhor,
em quanto e como cresce/decresce o valor de uma fungdo em relagdo a sua varidvel
independente. Discutem-se (caso existam) os zeros e o periodo da fungdo, mas ndo os



seus pontos criticos, que sdo, em verdade, os elementos de articulagdo do esbogo do
grdfico de uma fungdo real de uma varidvel (também real).

Assim, a fungdo, agora ftambém identificada pelo seu grdfico, surge da
"plotagem” dos pares (x,f(x)) no plano cartesiano xy. E é assim, em termos da
correspondéncia (x,f(x)) que se estabelece a representagdo que o nosso estudante
tem de fungdo. Note que, neste caso, a fungdo (a expressdo analitica) é dada e sua
representagdo ¢ construida através de um procedimento estdtico, estético e induzido
por propriedades algébricas da fungdo. Esta idéia de fungdo ndo estd errada
conceitualmente, ao contrdrio, ela representa a forma como Dirichlet (1837)
conceituou a nogdo de fungdo: "Uma fun¢do y(x) € dada de temos qualguer regra que
associe um valor definido y a cada x em um certo conjunto de pontos”- (apudRiithing,
1984). Por outro lado, tal idéia de fungdo, caracterizada pelo seu formato algébrico,
se encontra na contra-mdo da histéria do Cdlculo. Alids pode-se dizer mais: pode-se
dizer que tal interpretagdo, além de ndo ter participado historicamente da solugdo do
problema da variabilidade dada pelo Cdlculo, constitui efetivamente um dos maiores
obstdculos epistemoldgicos dquela nogdo de interdependéncia entre quantidades
varidveis, tdo essencial para o desenvolvimento do Cdlculo.

De fato, alguns dos principais obstdculos de aprendizagem para os alunos de um
curso de Cdlculo sdo os ditos “problemas de taxas relacionadas” e os “problemas de
otimizagdo”. Segundo Cabral (1998, p.153-4), a grande dificuldade dos estudantes na
resolugdo de problemas dessa natureza consiste realmente em “enxergar” as
quantidades varidveis envolvidas no problema e principalmente a relagdo funcional
existente entre elas: "o dificil mesmo € encontrar a fungdo”... Isso mesmo, como
exigir agora desse aluno que “enxergue” o conceito de fungdo, se até o momento, a
fungdo sempre foi dada “pronta” para ele? Como pode ele “"enxergar” as “varidveis" do
problema, se até agora estas eram apenas “letras” (x e y, de modo geral) que
representavam nimeros que se relacionavam segundo uma lei de correspondéncia
explicitada a prior? Identificar o que varia, e em fungdo de que varia €, sem ddvida, o
primeiro passo para a resolugdo da questdo.

Assim, pode-se assegurar pelo que foi exposto anteriormente, que a razdo
principal para as dificuldades de aprendizagem na resolugdo de problemas de taxas
relacionadas e de otimizagdo €, efetivamente, esse desvio epistemoldgico do conceito
de funcgdo, realizado desde cedo nos ensinos médio e fundamental de matemdtica, de
modo viesado para o campo algébrico. O pior de tudo isso € que os professores de
Cdlculo (e alguns autores de textos diddticos da drea), em geral, reforgam ainda mais
esse viés algébrico do conceito de fungdo quando fazem uma “breve revisdo” deste
conceito.

Além disso, pode-se perceber a presenga desse viés algébrico em outro
conceito fundamental do Cdlculo: o conceito de integral definida. Com efeito, com o
descolamento da dualidade discreto/continuo do conceito de integral, estimulado
principalmente pelo uso do Teorema Fundamental do Cdlculo, o ato de integrar é
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identificado pelo aluno ao ato de encontrar a antiderivada da fungdo do integrando. E



salutar que o aluno saiba interpretar e usar o T.F.C. para realizar os seus cdlculos de
integrais. No entanto, ndo se pode dizer o mesmo do exaustivo treinamento em
"técnicas de integragdo” que levam o aluno, entre outras coisas, a ignorar o significado
do conceito de integral e a encard-la como um procedimento algébrico. Para se
apreender o significado de integragdo € preciso que se explore mais as tramas e
urdiduras da sua malha de significagbes. Calcular uma integral através de processos
numéricos aproximados, ou mesmo usando determinados tipos de séries - como
fizeram Newton, Euler e outros - também sdo exercicios que contribuem para o
processo de tecedura da nogdo de integral. A nogdo deve ser explorada entdo na sua
totalidade, e ndo reduzida simplesmente ao ato algébrico de encontrar uma
antiderivada da fungdo através das “técnicas de integragdo”. O mesmo exagero da
técnica ocorre em relagdo ao processo de significagdo do conceito de derivada.
Calcular exaustivamente derivadas de fungdes através das regras usuais de derivagdo
ndo leva o aluno a construir efetivamente o significado desta operagdo.

O macro-espago da dualidade finito/infinito

"O infinito e a indivisibilidade sdGo de naturezas muito incompreensiveis para
nds (os humanos)” - ja dizia Galileu. O grande mestre da fisica tinha consciéncia das
dificuldades inerentes a nogdo de infinito, ainda que sua morte antecedesse a
“invengdo” do Cdlculo em aproximadamente frinta anos.  Assim, apesar da
complexidade do conceito de infinito, €, no minimo, curioso que nossos estudantes ndo
tenham sequer consciéncia das dificuldades referentes a nogdo de infinito, mesmo
tendo eles jd realizado um curso de Cdlculo ou mesmo de Andlise. Isso nos leva a
concluir que cursar ou ndo cursar as referidas disciplinas, tal como se encontram
organizadas nos dias de hoje, ndo faz diferenga alguma para a instrugdo do aluno
nesse assunto. Evidéncias do que aqui afirmamos podem ser encontradas, por
exemplo, em Sierpinska (1987) e Rezende (1994).

Com efeito, nas referéncias supracitadas, por exemplo, pode-se verificar a
predomindncia de atitudes ingénuas em relagdo aos processos infinitos. A idéia de
limite, por exemplo, que prevalece nas atitudes de nossos estudantes é a posigdo
potencialista: isto €, aquela em que diz que uma seqiiéncia "tende”, mas ndo alcanga, o
seu ponto limite. Outro fato que fornece evidéncias do cardter ingénuo das atitudes
dos estudantes em relagdo ao infinito diz respeito as “simplificagdes algébricas” que
realizam no cdlculo dos limites. Ndo reconhecem as situagdes de indeterminagdo
presentes em cada um dos limites e procuram traduzir e ‘“resolver” as
indeterminagdes através de uma espécie de dlgebra do infinito. O interessante é que
o infinito, que "ndo é nada”, ou "¢ apenas um simbolo matemdtico”, passa a se
comportar agora como nimero. Cabe ressaltar ainda que os estudantes, mesmo
quando estimulados a realizarem uma interpretagdo mais formal do conceito de
infinito, ndo realizam suas interpretagdes e tipificagdes no contexto da dualidade
discreto/continuo; ndo reconhecem, enfim, as especificidades do infinito matemadtico



continuo. Exemplos concretos desses procedimentos podem ser verificados com
detalhes em Sierpinska (1987) e Rezende (1994), ou mesmo em qualquer sala de aula
de um curso inicial de Cdlculo.

Isto posto, fica evidente que a idéia de infinito ndo participa e nem contribui
de forma significativa na construgdo das redes de significagdes estabelecidas num
curso usual de Cdlculo. As atitudes ingénuas dos estudantes em relagdo as operagées
infinitas e as indeterminagdes matemdticas sdo fatos evidentes disso. O infinito é
um elemento estranho para o nosso aluno do ensino médio e, por conseguinte, para o
nosso aluno de Cdlculo. Mas continua estranho para o estudante, mesmo apés um curso
de Andlise. Alguns desses estudantes agora sdo professores de matemdtica, lecionam
nos ensinos médio e fundamental, e o conceito de infinito continua estranho para a
maioria deles. Com isso, reproduzem o ciclo que eles proprios vivenciaram.

O macro-espago da dualidade local/global

Ao contrdrio das dualidades discutidas até agora (discreto/continuo,
variabilidade/permanéncia e finito/infinito) neste trabalho, a histéria da oposigdo
local/global é recente, podendo ser datada, segundo Petitot (1985, p.11), de meados do
século XIX, aproximadamente. ‘Fundada originariamente na intui¢do espacial”, a
oposigdo local/global invadiu o campo matemdtico e estabeleceu com este uma relagdo
de simbiose que Ihe rendeu um arcabougo de conhecimentos que possibilitaram, nestes
dltimos anos, o desenvolvimento de novas interpretagdes e significagées ho campo da
epistemologia.

A oposigdo local/global €, sem dlvida, a priori, um produto de nossa percepgdo
do espago, mas, evidentemente, ndo se esgota nela. Com efeito, a simulagdo euclidiana
do espago, apreendida pela percepgdo humana, é tdo somente uma aproximagdo local
do que ele efetivamente é. E € no desenvolvimento histérico da geometria, que Petitot
localiza a contribuigdo essencial do Cdlculo para o surgimento das primeiras relagées
soliddrias entre o local e o global:

Até o fim do século XIX, a geometria reduz-se essencialmente ao estudo de
objetos geométricos imersos num espaco bi- ou tridimensional. Os métodos
utilizados séo, por um lado, os métodos sintéticos herdados da tradi¢do euclidiana
e, por outro lado, os métodos analiticos e algébricos fundados no uso de
coordenadas. Com a introdugdo do cdlculo infinitesimal, as coordenadas permitem a
andlise das propriedades diferenciais dos objetos (equagcdo das tangentes, das
normais, estruturas dos pontos singulares, etc.). Assim aparecem os primeiros
teoremas gerais sobre as curvas algébricas e a "solidariedade” que existe entre a
sua estrutura local e a global.

(Petitot, 1985, p.21)

Assim, com base na datagdo historica do surgimento da oposigdo local/global,
pode-se concluir que esta dualidade ndo participou efetivamente da “invengdo” do



Cdlculo. Com efeito, tanto Newton quanto Leibniz ndo faziam distingdo e sequer
relacionavam os conceitos locais e as propriedades globais das “curvas” que
diferenciavam e integravam. No Cdlculo de Newton, por exemplo, os conceitos de
continuidade e diferenciabilidade - conforme ja foi dito neste trabalho - se
identificavam e eram definidos a partir do comportamento global das curvas. Assim,
para o matemdtico inglés a curva da figura 2 era o desenho de duas curvas
diferencidveis, e ndo o de apenas uma curva, que deixa de ser diferencidvel em apenas
um ponto. A nogdo de diferenciabilidade ¢, portanto, uma caracteristica global da
curva.

figura 2

Leibniz, assim como Newton, também considerava a hocdo de diferenciabilidade
de uma curva no nivel global. Em verdade, tanto Newton quanto Leibniz ndo
explicitaram o conceito de diferenciabilidade localmente, apesar de efetuarem os
seus cdlculos em certas ocasides ho nivel local. Dois fatores justificam a auséncia de
consideracdes locais nestas duas versdes iniciais do Cdlculo:

— Uma primeira relacionada ao “bom" comportamento das curvas
freqiientemente utilizadas nos cdlculos de Newton e Leibniz; tais curvas eram, em
geral, “"bem comportadas” (no minimo, diferencidveis) e, por causa disso, tal
comportamento ndo suscitava questdes de natureza local. Para a determinagdo local da
tangente (da derivada) a propriedade de diferenciabilidade era assumida
implicitamente pela caracteristica global da curva.

-~ Faltavam aos matemdticos dois conceitos fundamentais para que
pudessem vislumbrar a intima relagdo da dualidade local/global com o Cdlculo que
acabavam de "“inventar”: a nogdo de limite e o conceito de fungdo.

De fato, o conceito de fungdo, introduzido no nicleo semdntico do Cdlculo por
Euler e Lagrange, vai constituir, junto com a nogdo de limite, a urdidura da nova
estrutura do Cdlculo. O Cdlculo comega, a partir de entdo, a se preocupar com
questdes essenciais da dualidade local/global, tornando-se, por sua vez, e cada vez
mais, uma rede de significagdes e correlagdes entre os pdlos dessa dualidade. Esta
nova versdo, impregnada de conceitos e resultados que estabelecem correlagdes entre
niveis locais e globais, constitui e representa parte substancial do conteldo
programdtico de um curso inicial de Cdlculo normalmente ensinado em nossas
universidades. Tais correlagées inerentes a dualidade local/global, bem como as
relagdes de significagdes estabelecidas em cada um dos niveis, originam algumas das
maiores dificuldades de aprendizagem dos alunos de Cdlculo, em geral.



Vimos nos pardgrafos anteriores que a dualidade local/global participa de
forma tardia da histéria do Cdlculo (datada como século XIX por Petitot). No ensino
de matemadtica, a participagdo dessa dualidade é retardada ao maximo. Excetuando os
tépicos referentes a “conjuntos” e “nogdes de légica”, a oposigdo local/global passa
desapercebida pelos alunos e seus professores de matemdtica dos ensinos médio e
fundamental. O que ndo faltariam sdo oportunidades. Polindmios, fungdo exponencial,
assim como outros tépicos do ensino de matemdtica, poderiam ser explorados sob a
luz da oposigdo local/global. No entanto, ao ingressar no curso superior e fazer um
curso inicial de Cdlculo, o estudante se depara com diversas situagdes do contexto
dessa dualidade. Esta imersdo tardia em questdes de natureza local/global suscita
nos alunos algumas dificuldades de infterpretagdo dos conceitos e resultados
"normalmente” apresentados num curso de Cdlculo.

Com efeito, os conceitos do Cdlculo sdo definidos, na sua maioria, localmente -
continuidade num ponto, diferenciabilidade num ponto, efc. - e estendidos, em geral,
de forma "natural” para o seu estado global - a fungdo € diferencidvel se ela o for em
cada ponto do seu dominio, etc., mas, por outro lado, muitos dos seus resultados sdo
de natureza global - “se 7' > O em um intervalo I, entdo f € crescente em I”, o
Teorema Fundamental do Cdlculo, efc. -, o que exige do aluno uma habilidade de ir e
vir aos dois pélos - local e global - de significagdes do tema abordado. Assim, para
assimilar a estrutura do resultado matemdtico, o aluno precisa saber propriamente as
condigdes locais e/ou globais de suas hipéteses, do seu resultado (tese) propriamente
dito e das correlagdes entre eles. Se tal habilidade ndo foi trabalhada com o aluno em
fases anteriores de sua aprendizagem escolar, as conseqiiéncias sdo, em geral,
catastroficas: os resultados do Cdlculo sdo deformados ou enfraquecidos pelos
estudantes. As deformagbes aqui encontradas vdo desde aplicagdes ingénuas das
regras de diferenciagdo em cdlculos de derivadas em circunstancias ndo muito
apropriadas até o uso interpretacées equivocadas do Teorema Fundamental do Cdlculo.
Poderiamos aqui detalhar um grande nimero desses exemplos, mas isso foge o escopo
deste artigo.

O macro-espago da dualidade sistematizagdo/construgdo

Pode-se afirmar que o par sistematizagdo/construgdo ndo constitui
propriamente uma dualidade no sentido filosofico: ndo existe sistematizagdo sem
construgdo, nem construgdo sem sistematizagdo. No entanto, as interpretagoes
relativas ao processo de "construgdo” do conhecimento continuam sendo diferenciadas
pelo fermdmetro ideoldgico do par sistematizagdo/construgdo. E é precisamente essa
diferenciagdo das atitudes epistemoldgicas balizadas pelo termdmetro ideoldgico
sistematizagdo/ construgdo que constitui o cerne da dualidade que da sustentagdo ao
nosso quinto macro-espago das dificuldades de aprendizagem de natureza
epistemoldgica do Cdlculo.



Por via de regra, a realizagdo diddtica do ensino de Cdlculo e os seus livros-
texto seguem basicamente o principio e o padrdo de sistematizagdo propostos por
Cauchy e Weierstrass (limite - continuidade - derivada - diferencial - integral) para a
organizagdo das idéias e dos resultados do Cdlculo. Em ambos os niveis, por exemplo,
os conceitos sdo definidos formalmente e os resultados sdo demonstrados passo a
passo segundo um modelo axiomdtico que parte da definigdo formal de limite e de
alguns “postulados fundamentais" oriundos da Algebra Moderna e da Andlise
Matemdtica, tais como: o conjunto dos nlmeros reais ser um corpo ordenado,
propriedades relativas a ordem de R, o postulado de continuidade de Dedekind-Cantor,
etc.. Cabe ressaltar, entretanto, que outros resultados sdo acrescidos e assumidos
tacitamente como "postulados” durante o processo de execugdo do modelo.

Exercicios de cdlculos e fixagdo sdo acrescentados ao final de cada tdpico do
conteldo programdtico para que o treinamento possa ser realizado. Nesta etapa, a
influéncia das técnicas algébricas é facilmente evidenciada: fatorar polinémios, por
exemplo, torna-se imprescindivel para que se efetuem os cdlculos de limites.

A significagdo dos conceitos e dos resultados é realizada no dmbito da
justificagdo ldgica formal das ‘“definigdes” dos conceitos bdsicos e das
"demonstragdes” dos teoremas. Primeiro define-se o conceito, depois, apresentam-se
os exemplos, como se estes nada tivessem a ver com a origem histérica do conceito
definido. Assim, com essa sistematizacdo exacerbada, surge um dos grandes
obstdculos de natureza epistemoldgica do ensino normal de Cdlculo: a
"desmaterializagdo” dos seus resultados e conceitos bdsicos.

Com efeito, a definigdo formal de derivada, por exemplo, ndo terd sentido
algum para o aluno, se ndo for consubstanciada com as redes de significagdes deste
conceito com a geometria e com a fisica. Ndo sdo as idéias de velocidade e
coeficiente angular, interpretacdes do conceito de derivada, mas, ao contrdrio, sdo
elas, efetivamente, as idéias geradoras e construtoras do campo semantico da nogéo
de derivada. Do mesmo modo, ndo ¢é ‘“simplesmente” demonstrando um
teorema/proposigdo - ou o que € pior: apenas assistindo a sua demonstragdo - que se
constréi a sua rede de significagdes. Muitas vezes a simples interpretagdo do
resultado faz muito mais sentido para o aluno do que a sua demonstragdo.

Assim, para se recuperar o “‘real” nivel de significagdo dos conceitos e
resultados do Cdlculo é preciso que se inverta a polaridade da dualidade
sistematizagdo/construgdo; isto €, ao invés de se construir as significagdes no nivel do
conhecimento jd sistematizado, deveriamos € construir os campos de significagdes dos
resultados e idéias bdsicas do Cdlculo para, num momento posterior, buscar a
sistematizagdo desses elementos.

No entanto, para que se inicie a inversdo de tal polaridade é preciso trazer a
tona essa discussdo fundamental acerca da oposigdo entre o “conhecimento
sistematizado” (o dos livros diddticos e notas de aulas do professor) e o
"conhecimento real” (o que traz consigo a sua histéria e o seu campo de significagdes)
do Cdlculo, sem o receio ou timidez de explicitar o que se pensa e pretende com um



curso inicial de Cdlculo. Tal questdo precisa ser analisada e discutida pelos
professores de Cdlculo, em cardter emergencial, para que se possa minimizar
efetivamente, nesse nivel de ensino, os problemas de aprendizagem relativos a essa
disciplina. Contudo, para resolver o problema do ensino de Cdlculo, no entanto, é
preciso muito mais: € preciso fazer o conhecimento do Cdlculo emergir do “esconderijo
forgado” a que foi submetido pelos atuais ensinos médio e fundamental de matemadtica.
Ao se promover tal emersdo, o Cdlculo ndo estard ajudando apenas a si prdprio, mas,
sobretudo ao préprio ensino de matemdtica como um todo. Mantendo-se o Cdlculo em
cativeiro, alguns dos problemas fundamentais da geometria e da aritmética
continuardo a ser “mal resolvidos” através de “formulas” e “regras” mdgicas, e
“convengdes” unilaterais. Ndo se trata de antecipar a disciplina de Cdlculo para o
ensino médio - como, inclusive, ja sugeriram alguns autores -, mas, sobretudo, de se
iniciar, desde cedo, uma preparagdo para o Cdlculo.

Variabilidade

Sistematizagdo Global

Discreto

Continuo

Finito

Construgdo

Permanéncia

O lugar-matriz

A partir do mapeamento realizado foi observado, em esséncia, um Unico lugar-
matriz das dificuldades de aprendizagem de natureza epistemoldgica do ensino de
Cdlculo: o da omissdo/evitagdo das idéias bdsicas e dos problemas construtores do
Calculo no ensino de Matematica em sentido amplo.

De fato, a auséncia das idéias e problemas essenciais do Cdlculo no ensino
bdsico de matemdtica, além de ser um contra-senso do ponto de vista da evolugdo
historica do conhecimento matemadtico, €, sem duvida, a principal fonte dos obstdculos



epistemoldgicos que surgem no ensino superior de Cdlculo. Assim, fazer emergir o
conhecimento do Cdlculo do “esconderijo forgado” a que este estd submetido no ensino
bdsico é, sem dlvida, o primeiro grande passo para resolvermos efetivamente os
problemas de aprendizagem no ensino superior de Cdlculo.

Ora, mas no proprio ensino superior de Cdlculo também sentimos falta de
certas idéias e problemas construtores do Cdlculo. As significagbes e interpretagées
das nogdes de derivada e de integral definida - e de seus resultados - no contexto da
mecdnica sdo um exemplo dessa auséncia. Em verdade, este esvaziamento semdntico
da disciplina de Cdlculo €, ao mesmo tempo, causa e efeito da crise de identidade pela
qual passa o ensino superior de Cdlculo.

Isto posto, percebe-se que o /ugar-matriz das dificuldades de aprendizagem do
ensino de Cdlculo estd presente em ambos os niveis de ensino. Assim, procuraremos
fazer a caracterizagdo do lugar-matriz em dois tempos: primeiro, abordaremos os
aspectos do lugar-matriz no dmbito do ensino bdsico de matemdtica; por Uultimo,
cuidaremos dos aspectos do lugar-matriz relacionados a tal crise de identidade do
ensino superior de Cdlculo.

O lugar-matriz no ensino bdsico

Antes de tudo cabe destacar que a maior parte do territério do /ugar-matriz
das dificuldades de aprendizagem do ensino superior de Cdlculo encontra-se no ensino
bdsico. A evitagdo/auséncia das idéias e problemas construtores do Cdlculo no ensino
bdsico de matemdtica constitui, efetivamente, o maior obstdculo de natureza
epistemoldgica do ensino de Cdlculo, e porque ndo dizer do proprio ensino de
matemdtica. E incompreensivel que o Cdlculo, conhecimento tdo importante para a
construgdo e evolugdo do préprio conhecimento matemdtico, ndo participe do ensino de
matemdtica. O Cdlculo é, metaforicamente falando, a espinha dorsal do conhecimento
matemdtico.

E muito usual afirmar-se no meio académico que o ensino bdsico de matemadtica
¢ (ou pelo menos deveria ser) processado em trés vias: a via da aritmética, a via da
geometria e a via da dlgebra. Uma pergunta que surge naturalmente dessa questdo é
"cadé a via do Cdlculo?”. No entanto, pode-se dizer que o que se quer aqui estd muito
além de simplesmente construir a quarta via: a via do Cdlculo. O que se quer, isto sim,
¢ possibilitar ao Cdlculo exercer no ensino bdsico de matemdtica o mesmo papel
epistemoldgico que ele realizou no processo de construgdo do conhecimento
matemdtico no dmbito cientifico. S6 que para que isto ocorra serd também necessdria
uma articulacdo do ensino de matemdtica com outras dreas do conhecimento como, por
exemplo, a fisica, mais precisamente, a mecdnica. Desse modo, as trés vias - a da
aritmética (ndmero), a da geometria (medida) e a da dlgebra (varidvel) - juntas com a
via da mecdnica (movimento), devem ser articuladas e tecidas a partir das idéias e
problemas construtores do Cdlculo em beneficio, ndo sé6 de uma preparagdo de
natureza epistemoldgica para um futuro ensino superior de Cdlculo, mas, sobretudo,



para a consolidagdo e construgdo das significagdes propostas no ensino bdsico tanto de
matemdtica quanto de fisica.
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Por outro lado, é notério que estdo presentes alguns resultados do Cdlculo no
ensino bdsico de matemdtica: cdlculo de dreas de circulos e de volumes de sélidos de
revolugdo, soma de uma progressdo geométrica infinita, representagdo decimal dos
ndmeros reais etc. O que ndo estd presente é o Cdlculo. As idéias e as solugbes dos
problemas do Cdlculo estdo, como ja afirmamos, submersas, escondidas, e os seus
resultados sdo na maioria das vezes ensinados de forma camuflada: a drea do circulo e
a soma de uma progressdo geométrica infinita tornam-se simplesmente férmulas
algébricas, a transformagdo das dizimas periodicas em fragdes é realizada por uma
regra da aritmética etc.

Assim, para essa emersdo e preparagdo do Cdlculo no ensino bdsico, duas linhas
diretrizes se constituem naturalmente: o problema da variabilidade e o problema da
medida - que sdo, efetivamente, as questdes fundamentais do Cdlculo. Hd de se
ressaltar, entretanto, que no problema da medida existem propriamente dois
problemas distintos e intrinsecamente relacionados: o processo geométrico da medida
(procedimento de cdlculo de dreas e volumes) e o processo aritmético da medida (o
valor humérico da medida, o ndmero real). Em (Rezende, 2003) sdo explicitados alguns
dos conteldos préprios de cada uma dessas linhas de insergdo do Cdlculo no ensino
bdsico, bem como algumas sugestdes de atividades diddticas de emersdo de suas
idéias e problemas construtores.

O lugar-matriz no ensino superior

A disciplina inicial de Cdlculo, tal como estd estruturada, se encontra,
semanticamente, muito mais proxima da Andlise do que do préprio Cdlculo. Ndo é a toa



que esta disciplina é considerada por um grande nimero de professores como uma pré-
Andlise, ou, mais especificamente, como uma abordagem “mais intuitiva” da Andlise de
Cauchy-Weierstrass em que se pde evidéncia nas técnicas de calcular limites,
derivadas e integrais. Essa atitude predominante no ensino de Cdlculo é caracterizada
entdo por uma posigdo hibrida: por um lado, dd-se énfase a organizagdo e a
justificagdo ldgica dos resultados do Cdlculo, e, por outro, realiza-se um treinamento
exacerbado nas técnicas de integragdo, no cdlculo de derivadas e de limites. Esta
formatagdo analitica e algébrica da disciplina de Cdlculo no ensino superior ¢, sem
divida, uma das principais fontes da crise de identidade que mencionamos no inicio
desta conclusdo.

Assim, diante dessa crise de identidade do ensino de Cdlculo, faz-se urgente
redimensionar o paradigma de ensino de Cdlculo: hem a preparagdo para um ensino
posterior de Andlise e nem a “calculeira desenfreada” servem como meta para um
curso inicial de Cdlculo; precisa-se voltar o ensino do Cdlculo para o préprio Cdlculo, os
seus significados, os seus problemas construtores e suas potencialidades. Tdo
importante quanto saber usar as regras de derivagdo e as téchicas de integragdo, é
saber os seus significados, as suas mdltiplas interpretagdes, sua utilidade em outros
campos da matemdtica e em outras dreas do conhecimento.

Diante disso, é preciso “re-calibrar” a disciplina de Cdlculo em relagdo ao par
técnica/significado. Mas também é preciso “re-calibrar” a disciplina de Cdlculo,
conforme ja foi dito no capitulo anterior desta tese, em relagdo ao par
sistematizagdo/construgdo. Isto €, em vez de se construir as resultados e conceitos
do Cdlculo no nivel do conhecimento jd sistematizado, deve-se ter em mente a
construgdo das redes de significacées das idéias bdsicas para, num momento
posterior, buscar a sistematizagdo dos elementos dessa rede. Ndo sdo as idéias de
velocidade e coeficiente angular, interpretacées do conceito de derivada, mas, ao
contrdrio, sdo elas, efetivamente, as idéias geradoras e construtoras do campo
semantico da nogdo de derivada - (Rezende, 2003, p.432).

Para superar esta crise é necessdrio rediscutir o papel do ensino de Cdlculo no
ensino superior. No entanto, conforme observamos em pdginas anteriores neste
artigo, o sucesso do ensino superior de Cdlculo estd condicionado a uma preparagdo
das idéias bdsicas do Cdlculo no ensino bdsico de matemdtica. Ao permitir o Cdlculo
participar efetivamente da tecedura do conhecimento matemdtico do ensino bdsico,
acreditamos que as dificuldades de aprendizagem do ensino superior de Cdlculo serdo
em grande parte superadas, tanto quanto as do proprio ensino de matemdtica, e
perceber-se-d, conforme nos disse certa vez Edgard Allan Poe, que E apenas por
faltar algum degrau agui e ali, por descuido, em nosso caminho para o Cdlculo
Diferencial [e Integral], que este ultimo ndo € coisa tdo simples quanto um soneto de
Mr. Solomon Seesaw.
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