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Entendemos por pensamento reverse aquele tipo de pensamento que esta envolvido nos processos em
que se parte de uma situacao A para chegar em outra B e depois se parte da situacao B para voltar a situaciio
A. Siio exemplos asacoes de fazer e desfazer, construir e desconstruir, e assim por diante. No caso especifico
da Matematica, utiliza-se 0 pensamento reverse nas operacoes inversas, como por exemplo, somar e subtrair,
rnultiplicar e dividir.

A id6ia de reversibilidade, como sendo a possibilidade de executar determinada aciio em sentido
contmrio ao da aciio original, esta presente em Piaget de maneira incisiva e fundamental. De fato, para 0

fil6sofo psicogen6tico,

a logica na crian{:a apresenta-se essencialmente sob a forma de estruturas operatorias, ou
seja, 0 ato logico consiste essencialmente em operar e, portanto, em agir sobre as coisas ou sobre os
outros. Mais ainda, uma opera{:iio e, com efeito, uma a{:iio efetiva ou interiorizada, tornada
reversivel e coordenada a outras opera{:oes, numa estrutura de conjunto que comporta leis de
totalidade. (PIAGET, p.111)

Nesse sentido, Piaget destaca a reversibilidade como 0 principal crit6rio do pensamento operat6rio,
conseqiiencia direta do funcionamento de urn sistema 16gico total.

Na construCiio do conhecimento matematico, desde a fase das operacoes concretas, as nocoes de
fazer e desfazer caminham juntas: para cada operaciio matematica, define-se a operaciio inversa, por meio de
uma adequada ampliaciio do universo no qual se trabalha.

Na Lingua Materna, a id6ia de reversibilidade precisa levar em conta 0 esquema sujeito/atributo.
Essa estrutura lingiiistica 6 tipica das Iinguas ocidentais e tern relacoes com a filosofia e a 16gica do Ocidente.
Segundo Chang Tung-Sun,

( ...) a Logica aristotelica baseia-se na estrutura do sistema de linguagem ocidenta!' (...) 0
tipo tradicional de proposi{:iio "sujeito-predicado" niio existe na Logica chinesa. Assim sendo, na
medida em que 0 objeto da Logica esta nas regras de raciocinio implicitas na linguagem, a
expressiio desse raciocinio deve ser implicitamente influenciada pela estrutura da linguagem, e as
diferentes linguas teriio formas de Logica mais ou menos diferentes.(TUNG-SUN, p.177)

De fato, na Lingua Materna M problemas de 16gica associados a id6ia de reversibilidade, e que
foram explorados mesmo por Lewis Carrol em Alice no pais das maravilhas, como 6 possivel observar no
"dialogo a mesa de cM":
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'Then you should say what you mean,' the March Hare went on. 'I do,' Alice hastily
replied; 'at least -- at least [ mean what [ say -- that's the same thing, you know.' 'Not the same
thing a bit!' said the Hatter. 'Why, you might just as well say that ''/ see what [eat" is the same thing
as ''/ eat what [see"!' 'You might just as well say,' added the March Hare, 'that "[like what [get" is
the same thing as ''/ get what [like"!' 'You might just as well say,' added the Dormouse, which
seemed to be talking in its sleep, 'that''/ breathe when I sleep" is the same thing as "[ sleep when [
breathe"!' 'It is the same thing with you,' said the Hatter, and here the conversation dropped, and
the party sat silentfor a minute?

Nesse caso, como bem podemos observar, esta colocada a questao da implicacao ou 0 sentido da
sentenca condicional: se A entao B. 0 dililogo reproduzido acima mostra que, sendo essa implicacao
verdadeira, nem sempre se B entao A, tambem 0 sera. Essas questoes estao presentes na Lingua Materna bem
como na Matematica. E mesmo no primeiro contexto 0 transito de uma implicacao para a outra e feito com
uma certa dificuldade pe10s alunos, muitas vezes reve1ando confusoes entre uma implicacao e uma
equivalencia. Conforme alerta Machado,

Entre a Matematica e a Lingua Materna existe uma rela{:iio de impregna{:iio
mutua.( ...) E necessario reconhecer a essencialidade dessa impregna{:iio e te-la como
fimdamento para a proposi{:iio de a{:oes que visem a supera{:iio das dijiculdades com 0 ensino
da Matematica. (MACHADO, p.l 0)

o senso comum atribui, quase que exclusivamente, IiMatematica, uma caracteristica de exatidao, por
imaginar que as consideracoes realizadas em seu interior primam por serem exatas, definitivas e
inquestionaveis. Para Calvino, no contexto da Lingua Materna, a exatidiio significa principalmente tres
coisas:

- urnprojeto de obra bem definido e calculado;

- a evoca{:iio de imagens visuais, nitidas, incisivas, memoraveis;

- uma linguagem que seja a mais precisa possivel como lexico e em sua capacidade de
traduzir as nuan{:as do pensamento e da imagina{:iio. (CALVINO, p. 71)

Tambem e sua a critica feroz Ii situacao em que se encontra, segundo ele, a comunicacao entre os
homens, onde a necessidade da exatidiio se faz cada vez mais presente, no espaco de dimensoes infinitas, sem
limites. Quando Calvino mostra a necessidade de exatidiio nos textos, ele 0 faz de maneira eloqiiente e
fundamental, esclarecendo que a expressao lingiiistica necessita dessa caracteristica, propondo entao a busca
incessante e cuidadosa da melhor forma de traduzir 0 pensamento.

As vezes me parece que uma epidemia pestilenta tenha atingido a humanidade inteira em
sua faculdade mais caracteristica, ou seja, no uso da palavra, consistindo essa peste da linguagem
numa perda defor{:a cognoscitiva e de imediaticidade, como um automatismo que tendesse a nivelar
a expressiio em formulas mais genericas, anonimas, abstratas, a diluir os signijicados, a embotar os
pontos expressivos, a extinguir toda centelha que crepite no encontro das palavras com novas
circunstancias. (CALVINO, p. 72)

Dessa maneira, Calvino esclarece que a exatidao deve ser necessariamente uma caracteristica da
Lingua Materna, muito embora seja possivel observar as constantes imprecisoes no discurso bem como no
texto escrito, principalmente quando se trata da sala de aula. Quando a Lingua Materna e usada para exprimir
fatos no ambito da Matematica a questao se agrava pois nesse contexto a necessidade de precisao e rigor e
mais imperiosa. No campo da Matematica, entretanto, ao contrano do que reza 0 senso comum, embora haja
diversas situacoes em que os calculos sao exatos, ha inumeras outras em que, para se chegar Ii resolucao do

3 Carrol, L. Alice's Adventure in Wonderland, disponivei em <http://www.bibliomania.com> Uma traducao possivel:
"Entao voce pode dizer 0 que acha", a Lebre de Marco continuou."E vou", Alice replicou rapidamente, "pelo menos-
pelo menOS,eu acho 0 que digo - 0 que e a mesma coisa, voce sabe." "Niio e a mesma coisa nem urn pouco!", disse 0
Chapeleiro. "Senao voce tambem poderia dizer", completou a Lebre de Maryo", que 'Eu gosto daquilo que tenho' e a
mesma coisa que 'Eu tenho aquilo que gosto.'" "Seria 0 mesmo que dizer", interrompeu 0 Leirao, que parecia estar
falando enquanto dormia, "que 'Eu respiro enquanto durmo' e a mesma coisa que 'Eu durmo enquanto respiro!'" "Isso
e a mesma coisa para voce", disse 0 Chapeleiro, e nesse ponto a conversa parou e a reuniao ficou em silencio por urn
minuto." Traduyao:CIelia Ramos disponivel em <ht!o://www.a1fredo-braga.pro.br/biblioteca/alice.htrnl>



problema proposto, 0 clilculo e simplesmente aproximado. Entretanto, em muitas atividades de sala de aula,
bem como nas propostas existentes nos livros didaticos, e possivel observar uma enfase muito grande em
coloca~oes do tipo "calcule", "efetue", "resolva", "simplifique", objetivando a que 0 aluno, por meio de
calculos baseados nas propriedades dos conjuntos nurnericos, chegue a urn resultado "exato". Dificilmente,
SaD encontradas situa~oes abertas, nas quais a enfase se encontra nos processos investigativos, buscando a
descoberta de problemas por parte dos alunos, para posterior resolu~ao.

A Matematica, de modo geral, fica reduzida a urn conjunto de problemas para serem resolvidos, por
meio de urna coleyao de propriedades, lamentavelmente transformadas em regras operatorias. A validade de
tais teenicas operatorias nao e, normalmente, investigada. A reversibilidade desses proeessos difieilmente e
questionada.

A Matematica apresentada na Escola Basica, freqiientemente como urn conjunto de regras e
f6rmulas, proeessos meefuricos de resolu~iio de determinados tipos de problemas, questoes fechadas, com
pouquissima, as vezes nenhurna investiga~ao, aearreta uma postura passiva por parte dos estudantes. Em
particular, diante dessas eircunsmncias, a reversibilidade enfocada por Piaget muitas vezes se perde.

Na Universidade, porem, a Matematiea adquire urn carater distinto. E cobrada dos alunos urna
experiencia anterior que eles em geral nao tern. Os professores ehegam a conclusiio que aquilo que os alunos
sabem de pouco vale para 0 aprendizado da Matematiea em nivel superior. Particularmente, as difieuldades
apresentadas pelos alunos na manipula~iio de processos reversiveis muitas vezes sao diagnosticadas pelos
professores como ausencia de pre-requisitos, causa importante do fraeasso em disciplinas que envolvem
matematica de nivel superior.

Those involved in the teaching of first-year university mathematics are often rather
dissatisfied with the weaknesses they perceive in their students. (...) They lament over the thinking
and working habits of their students in mathematics, their lack of organization and of mathematical
rigour, as well as their difficulty in acquiring and consolidating knowledge through personal work
(GUZMAN et al., 1998)

A exigencia de pre-requisitos esbarra na questao da diversidade da natureza da Matematica no
Ensino Superior. 0 que era exigido do aluno na Eseola Blisica era mais uma habilidade operacional da
Matematica, e menos uma abordagem conceitual. Alem disso, a propria natureza da Matematica muda na
passagem para 0 Ensino Superior. Os resultados apresentados nas disciplinas de nivel universitarlo sao em
geral fruto de motiva~oes intemas da propria constru~ao matematiea. Trata-se de uma nova cultura, em que as
ideias previas tern que ser neeessariamente revistas.

Secondary school students often succeed in mathematics by relying on their ability to
perform algorithms and in spite of a lack of real understanding of the mathematical concepts with
which they are working (GUZMAN et al., 1998)

A fim de exemplificar as situa~oes as quais nos referimos, um primeiro eontexto, no qual a
reversibilidade de urn processo e fundamental, ocorre ainda na Eseola Basiea, quando 0 aluno aprende a
esbo~ar 0 grafico de urna fun~ao a partir de sua expressao algebrica. E raro observar a solicita~ao por parte
do professor de que, a partir do grafieo 0 aluno encontre a expressao algebrica da fun~ao. 0 triinsito entre 0
registro algebrico e grafico e assim realizado num Unico senti do, ao contrario do que precisaria ocorrer.

No eurso de Clilculo inicial, normal mente desenvolve-se todo 0 instrumental para que 0 aluno seja
capaz de construir grlifieos de fun~oes mais gerais, utilizando conceitos espeeifieos. A partir do grafico de
uma fun~iio, e possive! busear 0 grafico de sua derivada, trabalhando no registro grafieo. A reversibilidade do
proeesso, ou seja, dado 0 grafieo da derivada de urna fun~iio, encontrar 0 grafieo de uma primitiva, isto e de
uma fun~ao que possua essa derivada, causa estranheza e esbarra na dificuldade de "pensar ao contrario". 0
mesmo pode ser dito no estudo mais geral das curvas que nao sao graficos de fun~oes.

Artigue, um dos expoentes da Didatica franeesa, ja identificava que

( ... ) high school and the university develop profoundly different relationships for common
mathematical objects, for example, those of calculus -limits, derivatives, and so on. For this reason
university teachers encounter serious difficulties in bringing out the knowledge of the students and
are lead to the impression that the students know nothing. (ARTIGUE, 1999)



Uma outra situacao que causa urn certo espanto entre os professores, refere-se a igualdade entre duas
expressoes. Para 0 professor, a igualdade e uma relacao de equivalencia, sendo portanto vaIida a propriedade
simetrica, ou seja, se A=B entao B=A e reciprocamente.

Para 0 aluno, desde muito cedo, 0 conceito de igualdade e manipulado em diferentes contextos.
Entretanto, nas costumeiras questoes do tipo, "calcule", "efetue", "resolva", "simplifique", 0 sinal de
igualdade relaciona urna quantidade A com uma quantidade B, sempre lida da esquerda para a direita,
segundo 0 modelo das linguas ocidentais. De fato, pensando em termos da Lingua Materna, a expressao A
tem funcao sinmtica de sujeito, enquanto que B tem a funcao de predicativo do sujeito. Como bem alerta
Bardini, em sua tese de doutorado, na Arithmetica Integra (1544) de Stiefel, a igualdade ocupa 0 papel
central e a sua interpretariio no registro retorico poe em evidencia uma certa assimetria. Existe urn atributo
a urn sujeito.

Ja no registro simb6lico, 0 sinal que acabou prevalecendo historicamente foi 0 proposto por Recorde
(1557) " ", justificado por ele com a afirmacao: "Nada e mais parecido do que dois traros
paralelos a linha de escrita". Esse sinal nao foi adotado por exemplo por Descartes (1637), que preferia 0
"laco" oc, que mantem a ideia de orientariio para a igualdade. Essa disputa entre os dois simbolos nao esm
contemplada na simbologia atual, pois a igualdade e interpretada em termos de relacao de equivalencia, com
as propriedades de: reflexividade, simetria e transitividade.

Voltando ao fil6sofo chines,

um atributo deve ser atribuido a uma substiincia, de modo que a ideia de substiincia e
absolutamente indispensavel ao pensamento, assim como 0 sujeito e absolutamente indispensavel a
linguagem. Por isso, na historia da Filosofia ocidental, por mais diferentes que possam ser os
argumentos, favoraveis ou contrarios a ideia substiincia, 0 que constitui 0 problema central e essa
mesma ideia de substiincia. (TUNG-SUN, p.180)

Entretanto, essas questoes esmo longe de serem assimiladas diretamente pelos alunos, como Bardini
registra num dililog04 em que um professor conversa com urn aluno a respeito da expressao 6+ 6 = 6+ 6.

4 T:Do you think six plus six equals six plus six? Do you think that is right?
Sh: Idisagree.
T: Tell me why.
Sh: Because I equals doesn't mean you put six plus six again. You're supposed to add the numbers up. I That's what equal
means and you put the answer down.
T: What if it was six take away six?
Sh: Then
T: Do Ihave to add to get on the other side?
Sh: No, you can subtract or add to r write the number down.
T: What ifit was six times six?
Sh: Then you don't put six times six again. Cause that wouldn't be the answer.
T: Okay, so you're saying it had to be the answer. Equals mean you have to have an answer on the other side?
Sh: Yeah, because I see if equals wasn't there when you put all the I when you put all the numbers together I they want to
know what's the answer. And youjust don't put again six times six.
T: So you're telling me it's not true that six plus six equals six plus six? You say that's not true?
Sh:Yeahbecause six plus six equals twelve. / Not six plus six.
T: So six plus six does not equals six plus six?
Sh:Yeah.
Ka: Yeah, it does because both of them equal the same amount. I that could be real. You could do that.
T: Could Iput six plus six equals I six plus six? (T writes the following equality on the board: 6+6 = 6+6)
Ka: Yes.
Mi: Yes
S:No.
T: What is six plus six? Sh?
Sh: Six plus I six plus six equals twelve.
T: Oh, this is twelve (placing her hand over the left side of the equality) I And so what is this six plus six (placing her
hand over the right side ofthe equality)? .
Sh: Twelve.
T: (T writes 12 under each side of the equality 6+6 = 6+6) So you're telling me it's not true that twelve equals twelve? II
Twelve does not equal twelve?



Dessa maneira, a dificuldade dos estudantes, que pode ser observada desde uma fase mais ou menos
inicial, precisa ser, senao entendida, pelo menos admitida e respeitada. Uma sentenya matematica do tipo
A=B, segundo a logica intrinseca, deveria automaticamente significar que B=A: tal fato nao e obvio nem
imediato para os estudantes.

Normalmente, ao propor para os alunos a resoluyao de uma equayao simples como 3x+ 2 = 5x, e
possivel observar urna tendencia generalizada em deixar a incognita no primeiro membro, pois a resposta a
ser fornecida "precis a ser x e igual a...", respeitando a estrutura sujeito/atributo. Resolver a equayao
encontrando I = x causa urn certo estranhamento entre os estudantes.

Ainda, de modo mais geral, sendo A<B, a conc1usao de que B>A tambem nao e automatica, nem
natural. Novamente, a estrutura da frase na Lingua Materna constitui uma dificuldade para que os alunos
consigam de modo natural "pensar ao contrano".

Ocorre que 0 curso de Calculo, porta de entrada para a Matematica de mvel superior, apresenta aos
alunos diversas situayoes em que tern que utilizar urna estrategia contraria a que normalmente utilizavam no
Ensino Basico.

Na Escola Basica, a identidade (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 e trabalhada e, em geral, os alunos chegam
no curso de Calculo, com essa questiio incorporada, sem maiores problemas, naturalmente lida da esquerda
para a direita. Assim, tambem e geral 0 fato de nao serem capazes, com igual desenvoltura, de aplica-Ia ao
contmrio, na forma a2 + 2ab + b2 = (a + b)2. Nao lhes parece natural, consideram que 0 professor esta

foryando a situayao ou fazendo algum truque de magica, ao escrever a expressao y = ax2 + bx + c, com

a =F- 0 , na forma y = a(x + m)2 + k , a fim de construir 0 gnifico da funyao a partir daquele mais simples de

y = x2
, pensando em movimentos do plano como translayoes e reflexoes.

E analoga a situayao envolvendo a relayao sen(a+b)=sena.cosb+senb.cosa, largamente
trabalhada no Ensino Medio. Em geral, os alunos conhecem tal relayao, muitas vezes de modo apenas

rnnemonico, sem qualquer significado, mas dificilmente percebem que .!..cosb+ J3 senb=sen(~+b).
2 2 6

Novamente, a estrutura lingiiistica impera.

Mais uma situayao que causa estranheza para os alunos e 0 fato de terem sido de certa forma
treinados a efetuar operayoes. Dessa maneira, dada uma operayao entre dois numeros ou duas expressoes,
procurar 0 resultado e uma tendencia em geral automatica. Assim,

2 5 7x-5--+--=----
x-3 x+5 x2 +2x-15

nao causa nenhum espanto e e um fato naturalmente aceito, por meio das manipulayoes algebricas
necessarias.

Entretanto, ao trabalhar a tecnica de integrayao por meio de frayoes parciais, 0 professor percebe que
os alunos nao consideram natural decompor uma frayao dada na soma de duas outras mais simples.
Novamente, "pensar ao contrario" nao e automatico e a leitura da frase da direita para a esquerda causa urn
certo desconforto.

Ao trabalhar limites, tambem e possive1 identificar dificuldades. A igualdade existente em
limf(x) =L apresenta caracteristicas diferentes, pois, dependendo do caso, 0 valor L pode ser atingido pela
x->.

funyao J, mas nao necessariamente. Comparando com os contextos em que 0 sinal "=" foi sempre utilizado na
Escola Basica, nao e de se estranhar a dificuldade conceitual imediata com a qual os alunos se defrontam.

Alem disso, no calculo de urn limite simples como lim x
2

- 5x+ 6 , a necessidade de fatorar 0
x->3 x-3



I· X2 -5x+6 I' (x-3)(x-2) I' ( 2) 11m - 1m-----= 1m x- =
x->J x-3 x•..•J x-3 x->J

Uma outra situayao em que a estrutura lingilistica da frase envolvendo 0 verbo de ligayao ser gera
petplexidade e 0 que ocorre em, por exempIo, 0 nfunero e e irracional. Alem disso, e do tipo irracional nao-
algebrico, ou seja, transcendente. Isso faz dele algo especial? Existem infinitos mais numeros irracionais que
racionais. Existem infinitos mais nfuneros transcendentes que aigebricos. 0 nfunero e e do tipo de nfunero
mais comum que existe, muito embora esse fato nao seja visivel para os alunos, habituados que estao com 0
trabalho com os numeros inteiros ou quando muito racionais.

Ao dizer "0 numero e e urn nfunero transcendente", 0 que significa esse "e"? 0 verbo ser, 0 que faz?
Identifica? Atribui caracteristicas? Explica?

Essas questoes nao sao despreziveis ao se pensar que 0 verba ser vinha sempre sendo utilizado na
iguaidade, Iigando duas quantidades iguais. Entretanto, em Matematica, 0 verbo ser muitas vezes pode
significar "pertence a" ou "esta contido em". Por exempIo, "e e urn numero real" significa em linguagem
matematica, eE lR .

Por outro lado, 0 que significa 0 sinal de igualdade "=" na expressao e = 2,718 ... 5Na verdade, trata-
se apenas de urn valor aproximado do numero e, que as reticencias ao final pretendem denotar. Esse fato
necessita de urn alerta especifico, uma vez que as reticencias, em geral, sao utilizadas para indicar a repetiyao
de determinado periodo nurna dizima peri6dica. No caso 0 sinal "=" nao significa urna igualdade!

Todo 0 trabalho com a determinayao da funyao inversa em seu dominio ou em urna restriyao, se
encaixa obviamente na ideia do pensamento reverso.

Pensamos que a ida e a volta que caracterizam 0 pensamento reverso sao urn dos caminhos que
precisam ser percorridos na busca da construyao do significado em Calculo. Nesse sentido, nao se pode deixar
de levar em conta a bagagem trazida pelo aluno, respeitando e buscando compreender suas dificuldades.

Essas questoes permeiam os processos de ensino e aprendizagem da Matematica, particularmente da
Matematica superior, sendo portanto necessario encontrar contextos tipicos do ensino superior em que elas
sejam significativas. Nao se trata, portanto, de adiar ou esconder os problemas existentes no ensino de
CaIcuIo, ou culpar em uma formayao basica deficiente. E preciso encarar os problemas e ir adiante com a
Matematica superior, sem ficar barrado nos primeiros obstaculos.

Voitando a perspectiva oriental,

Sem 0 padrilo sujeito-predicado na estrutura da sentem;a, 0 chines nilo desenvolveu a
n09ilo de lei de identidade na L6gica nem 0 conceito de substancia na Filosofia. E sem esses
conceitos, nilo poderia haver n09iio de causalidade, nem de Ciencia. 0 chines desenvolve, em lugar
disso, uma L6gica correlacional, um pensamento anal6gico e um raciocinio relacional que, apesar
de inadequados para a Ciencia, silo extremamente uteis em teoria sociopolitica. E por isso que,
primacialmente, a Filosofia chinesa e uma Filosofia de vida. (CHU, p.215)

Parafraseando a citayao acima, a Matematica que se ensina/aprende, pode ser uma Matematica de

Se=2,718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724076630353547594571382178525
16642742746639193200305992181741359662904357290033429526059563073813232862794349076323382988075319
52510190115738341879307021540891499348841675092447614606680822648001684774118537423454424371075390
77744992069551702761838606261331384583000752044933826560297606737113200709328709127443747047230696
97720931014169283681902551510865746377211125238978442505695369677078544996996794686445490598793163
6889230098793127736178215424999229576351482208269895193668033182528869398496465105 ...com algumas de
suas infinitascasas decimais.
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