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Entendemos por pensamento reverso aquele tipo de pensamento que estd envolvido nos processos em
que se parte de uma situagéio A para chegar em outra B e depois se parte da situagéio B para voltar & situagdo
A. Sdo exemplos as agdes de fazer e desfazer, construir e desconstruir, e assim por diante. No caso especifico
da Matematica, utiliza-se o pensamento reverso nas operagdes inversas, como por exemplo, somar e subtrair,
multiplicar e dividir.

A idéia de reversibilidade, como sendo a possibilidade de executar determinada a¢do em sentido
contrario ao da agdo original, estd presente em Piaget de maneira incisiva e fundamental. De fato, para o
filésofo psicogenético,

a logica na crianga apresenta-se essencialmente sob a forma de estruturas operatérias, ou
seja, o ato légico consiste essencialmente em operar e, portanto, em agir sobre as coisas ou sobre os
outros. Mais ainda, uma operagdo é, com efeito, uma agdo efetiva ou interiorizada, tornada
reversivel e coordenada a outras operagdes, numa estrutura de conjunto que comporta leis de

totalidade. (PIAGET, p.111)

Nesse sentido, Piaget destaca a reversibilidade como o principal critério do pensamento operatério,
conseqiiéncia direta do funcionamento de um sistema 16gico total.

Na construgdo do conhecimento matemético, desde a fase das operagSes concretas, as nogdes de
fazer ¢ desfazer caminham juntas: para cada operagdo matematica, define-se a operagdo inversa, por meio de
uma adequada ampliacdo do universo no qual se trabalha.

Na Lingua Materna, a idéia de reversibilidade precisa levar em conta o esquema sujeito/atributo.
Essa estrutura lingiiistica é tipica das linguas ocidentais e tem relagSes com a filosofia e a 16gica do Ocidente.
Segundo Chang Tung-Sun,

(...) a Logica aristotélica baseia-se na estrutura do sistema de linguagem ocidental. (...) O
tipo tradicional de proposicdo “sujeito-predicado” ndo existe na Logica chinesa. Assim sendo, na
medida em que o objeto da Logica estd nas regras de raciocinio implicitas na linguagem, a
expressdo desse raciocinio deve ser implicitamente influenciada pela estrutura da linguagem, e as
diferentes linguas terdo formas de Légica mais ou menos diferentes.(TUNG-SUN, p.177)

De fato, na Lingua Materna ha problemas de 16gica associados 4 idéia de reversibilidade, ¢ que
foram explorados mesmo por Lewis Carrol em Alice no pais das maravilhas, como é possivel observar no
“didlogo a mesa de cha™;

Tlustragdo de John Tenniel (1820-1914) disponivel em <http://www.victorianweb.org>
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‘Then you should say what you mean,' the March Hare went on. I do,” Alice hastily
replied; “at least - at least I mean what I say -- that's the same thing, you know.' "Not the same
thing a bit!' said the Hatter. "Why, you might just as well say that "I see what I eat” is the same thing
as "l eat what I see”!’ "You might just as well say,’ added the March Hare, “that "I like what I get" is
the same thing as "I get what I like"!" “You might just as well say,' added the Dormouse, which
seemed to be talking in its sleep, ‘that "I breathe when I sleep” is the same thing as "I sleep when I
breathe”!' "It is the same thing with you,' said the Hatter, and here the conversation dropped, and
the party sat silent for a minute. :

Nesse caso, como bem podemos observar, esta colocada a questdio da implicagdo ou o sentido da
sentenga condicional: se A entio B. O didlogo reproduzido acima mostra que, sendo essa implicagdo
verdadeira, nem sempre se B entdo A, também o sera. Essas questdes estdo presentes na Lingua Materna bem
como na Matematica. E mesmo no primeiro contexto o trinsito de uma implicagdo para a outra é feito com
uma certa dificuldade pelos alunos, muitas vezes revelando confusdes entre uma implicagio ¢ uma
equivaléncia. Conforme alerta Machado,

Entre a Matemdtica e a Lingua Materna existe uma relagdo de impregnagdo
mitua.(...) E necessdrio reconhecer a essencialidade dessa impregnacdo e té-la como
Sundamento para a proposicdo de agdes que visem & superagéo das dificuldades com o ensino
da Matematica. MACHADO, p.10)

O senso comum atribui, quase que exclusivamente, 8 Matematica, uma caracteristica de exatiddo, por
imaginar que as considerages realizadas em seu interior primam por serem exatas, definitivas e
inquestionaveis. Para Calvino, no contexto da Lingua Matera, a exatiddo significa principalmente trés
coisas:

- um projeto de obra bem definido e calculado,
- a evocagdo de imagens visuais, nitidas, incisivas, memordveis;

- uma linguagem que seja a mais precisa possivel como léxico e em sua capacidade de
traduzir as nuangas do pensamento e da imaginagio. (CALVINO, p. 71)

Também € sua a critica feroz a situagdo em que se encontra, segundo ele, a comunicagfio entre os
homens, onde a necessidade da exatiddo se faz cada vez mais presente, no espago de dimensdes infinitas, sem
limites. Quando Calvino mostra a necessidade de exatidio nos textos, ele o faz de maneira elogiiente e
fundamental, esclarecendo que a expressdo lingiiistica necessita dessa caracteristica, propondo entfo a busca
incessante e cuidadosa da methor forma de traduzir o pensamento.

As vezes me parece que uma epidemia pestilenta tenha atingido a humanidade inteira em
sua faculdade mais caracteristica, ou seja, no uso da palavra, consistindo essa peste da linguagem
numa perda de forca cognoscitiva e de imediaticidade, como um automatismo que tendesse a nivelar
a expressdo em formulas mais genéricas, anénimas, abstratas, a diluir os significados, a embotar os
pontos expressivos, a extinguir toda centelha que crepite no encontro das palavras com novas
circunstdncias. (CALVINO, p. 72)

Dessa maneira, Calvino esclarece que a exatiddo deve ser necessariamente uma caracteristica da
Lingua Materna, muito embora seja possivel observar as constantes imprecisdes no discurso bem como no
texto escrito, principalmente quando se trata da sala de aula. Quando a Lingua Materna é usada para exprimir
fatos no ambito da Matemaitica a questdo se agrava pois nesse contexto a necessidade de precisdo e rigor ¢é
mais imperiosa. No campo da Matemética, entretanto, ao contrario do que reza o senso comum, embora haja
diversas situagdes em que os célculos sdo exatos, hd inimeras outras em que, para se chegar 3 resolu¢do do

* Carrol, L. Alice’s Adventure in Wonderland, disponivel em <http://www bibliomania.com> Uma tradugio possivel:
"Entdo vocé pode dizer o que acha”, a Lebre de Margo continuou."E vou", Alice replicou rapidamente, "pelo menos —
pelo menos, eu acho o que digo — 0 que é a mesma coisa, vocé sabe." "N3o é a mesma coisa nem um pouco!”, disse o
Chapeleiro. "Sendio vocé também poderia dizer”, completou a Lebre de Margo", que ‘Eu gosto daquilo que tenho’ é a
mesma coisa que ‘Eu tenho aquilo que gosto.”" "Seria 0 mesmo que dizer”, interrompeu o Leirdo, que parecia estar
falando enquanto dormia, "que ‘Eu respiro enquanto durmo’ € a mesma coisa que ‘Eu durmo enquanto respiro!’" "Isso
€ a mesma coisa para vocé", disse o Chapeleiro, e nesse ponto a conversa parou e a reunifio ficou em siléncio por um

minuto.” Tradugfo: Clélia Ramos disponivel em <http://www.alfredo-braga.pro br/biblioteca/alice.html>



problema proposto, o célculo ¢ simplesmente aproximado. Entretanto, em muitas atividades de sala de aula,
bem como nas propostas existentes nos livros didaticos, é possivel observar uma énfase muito grande em
colocagdes do tipo “calcule”, “efetue”, “resolva”, “simplifique”, objetivando a que o aluno, por meio de
calculos baseados nas propriedades dos conjuntos numéricos, chegue a um resultado “exato”. Dificilmente,
sdo encontradas situagGes abertas, nas quais a énfase se encontra nos processos investigativos, buscando a
descoberta de problemas por parte dos alunos, para posterior resolugdo.

A Matematica, de modo geral, fica reduzida a um conjunto de problemas para serem resolvidos, por
meio de uma colegdio de propriedades, lamentavelmente transformadas em regras operatérias. A validade de
tais técnicas operatdrias ndo €, normalmente, investigada. A reversibilidade desses processos dificilmente é
questionada.

A Matematica apresentada na Escola Basica, freqlientemente como um conjunto de regras e
férmulas, processos mecéanicos de resolugdio de determinados tipos de problemas, questdes fechadas, com
pouquissima, as vezes nenhuma investigagfio, acarreta uma postura passiva por parte dos estudantes. Em
particular, diante dessas circunstincias, a reversibilidade enfocada por Piaget muitas vezes se perde.

Na Universidade, porém, a Matemética adquire um caréter distinto. £ cobrada dos alunos uma
experiéncia anterior que eles em geral ndo tem. Os professores chegam & conclusdo que aquilo que os alunos
sabem de pouco vale para o aprendizado da Matematica em nivel superior. Particularmente, as dificuldades
apresentadas pelos alunos na manipulagdo de processos reversiveis muitas vezes sdo diagnosticadas pelos
professores como auséncia de pré-requisitos, causa importante do fracasso em disciplinas que envolvem
matematica de nivel superior.

Those involved in the teaching of first-year university mathematics are often rather
dissatisfied with the weaknesses they perceive in their students. (...) They lament over the thinking
and working habits of their students in mathematics, their lack of organization and of mathematical
rigour, as well as their difficulty in acquiring and consolidating knowledge through personal work
(GUZMAN et al., 1998)

A exigéncia de pré-requisitos esbarra na questo da diversidade da natureza da Matematica no
Ensino Superior. O que era exigido do aluno na Escola Bésica era mais uma habilidade operacional da
Matematica, € menos uma abordagem conceitual. Além disso, a prépria natureza da Matematica muda na
passagem para o Ensino Superior. Os resultados apresentados nas disciplinas de nivel universitario sio em
geral fruto de motivagdes internas da prépria construgio matematica. Trata-se de uma nova cultura, em que as
idéias prévias tém que ser necessariamente revistas.

Secondary school students often succeed in mathematics by relying on their ability to
perform algorithms and in spite of a lack of real understanding of the mathematical concepts with
which they are working (GUZMAN et al., 1998)

A fim de exemplificar as situacdes as quais nos referimos, um primeiro contexto, no qual a
reversibilidade de um processo ¢ fundamental, ocorre ainda na Escola Basica, quando o aluno aprende a
esbogar o grifico de uma fungo a partir de sua expressdo algébrica. E raro observar a solicitagdo por parte
do professor de que, a partir do grafico o aluno encontre a expressdo algébrica da fungdo. O transito entre o
registro algébrico e grifico ¢ assim realizado num tnico sentido, ao contrario do que precisaria ocorrer.

No curso de Calculo inicial, normalmente desenvolve-se todo o instrumental para que o aluno seja
capaz de construir grificos de fungSes mais gerais, utilizando conceitos especificos. A partir do grafico de
uma fungio, € possivel buscar o grifico de sua derivada, trabalhando no registro grafico. A reversibilidade do
processo, ou seja, dado o grafico da derivada de uma fungo, encontrar o grafico de uma primitiva, isto é de
uma fun¢do que possua essa derivada, causa estranheza e esbarra na dificuldade de “pensar ao contrério”. O
mesmo pode ser dito no estudo mais geral das curvas que ndo sdo graficos de fungdes.

Artigue, um dos expoentes da Didatica francesa, j identificava que

(-..) high school and the university develop profoundly different relationships for common
mathematical objects, for example, those of calculus — limits, derivatives, and so on. For this reason
university teachers encounter serious difficulties in bringing out the knowledge of the students and
are lead to the impression that the students know nothing. (ARTIGUE, 1999)



Uma outra situacdo que causa um certo espanto entre os professores, refere-se a igualdade entre duas
expressdes. Para o professor, a igualdade € uma relagio de equivaléncia, sendo portanto valida a propriedade
simétrica, ou seja, se A=B entfio B=A e reciprocamente.

Para o aluno, desde muito cedo, o conceito de igualdade ¢ manipulado em diferentes contextos.
Entretanto, nas costumeiras questdes do tipo, “calcule”, “efetue”, “resolva”, “simplifique”, o sinal de
igualdade relaciona uma quantidade A com uma quantidade B, sempre lida da esquerda para a direita,
segundo o modelo das linguas ocidentais. De fato, pensando em termos da Lingua Materna, a expressdo A
tem fungdo sintdtica de sujeito, enquanto que B tem a fungdo de predicativo do sujeito. Como bem alerta
Bardini, em sua tese de doutorado, na Arithmetica Integra (1544) de Stiefel, a igualdade ocupa o papel
central e a sua interpretagdo no registro retdrico pée em evidéncia uma certa assimetria. Existe um atributo
a um sujeito.

Ja no registro simbélico, o sinal que acabou prevalecendo historicamente foi o proposto por Recorde
(1557) “s=======", justificado por ele com a afirmagdo: “Nada é mais parecido do que dois tragos
paralelos a linha de escrita”. Esse sinal ndo foi adotado por exemplo por Descartes (1637), que preferia o
“lago” e, que mantém a idéia de orientacdo para a igualdade. Essa disputa entre os dois simbolos ndo esti
contemplada na simbologia atual, pois a igualdade é interpretada em termos de relagéio de equivaléncia, com
as propriedades de: reflexividade, simetria e transitividade.

Voltando ao filésofo chinés,

um atributo deve ser atribuido a uma substéncia, de modo que a idéia de substédncia é
absolutamente indispensavel ao pensamento, assim como o sujeito é absolutamente indispensavel a
linguagem. Por isso, na histéria da Filosofia ocidental, por mais diferentes que possam ser os
argumentos, favordveis ou contrdrios a idéia substincia, o que constitui o problema central é essa
mesma idéia de substincia. (TUNG-SUN, p.180)

Entretanto, essas questSes estdo longe de serem assimiladas diretamente pelos alunos, como Bardini
registra num didlogo* em que um professor conversa com um aluno a respeito da expressio 6+6 = 6+6.

*T:Do you think six plus six equals six plus six? Do you think that is right?

Sh: I disagree. :

T: Tell me why.

Sh: Because / equals doesn’t mean you put six plus six again. You’re supposed to add the numbers up. / That’s what equal
means and you put the answer down.

T: What if it was six take away six?

Sh: Then

T: Do I have to add to get on the other side?

Sh: No, you can subtract or add to] write the number down.

T: What if it was six times six?

Sh: Then you don’t put six times six again. Cause that wouldn’t be the answer.

T: Okay, so you’re saying it had to be the answer. Equals mean you have to have an answer on the other side?

Sh: Yeah, because / see if equals wasn’t there when you put all the / when you put all the numbers together / they want to
know what’s the answer. And you just don’t put again six times six.

T: So you’re telling me it’s not true that six plus six equals six plus six? You say that’s not true?

Sh:Yeah because six plus six equals twelve. / Not six plus six.

T: So six plus six does not equals six plus six?

Sh:Yeah,

Ka: Yeah, it does because both of them equal the same amount. / that could be real. You could do that.

T: Could I put six plus six equals / six plus six? (T writes the following equality on the board : 6+6 = 6+6)

Ka: Yes.

Mi: Yes

S: No.

T: What is six plus six? Sh?

Sh: Six plus / six plus six equals twelve.

T: Oh, this is twelve (placing her hand over the left side of the equality) / And so what is this six plus six (placing her
hand over the right side of the equality)? .

Sh: Twelve.

T: (T writes 12 under each side of the equality 6+6 = 6+6) So you’re telling me it’s not true that twelve equals twelve? //
Twelve does not equal twelve?



Dessa maneira, a dificuldade dos estudantes, que pode ser observada desde uma fase mais ou menos
inicial, precisa ser, sendio entendida, pelo menos admitida e respeitada. Uma sentenga matemética do tipo
A=B, segundo a légica intrinseca, deveria automaticamente significar que B=A: tal fato no é 6bvio nem
imediato para os estudantes.

Normalmente, ao propor para os alunos a resolugdo de uma equagio simples como 3x+2=>5x, ¢é
possivel observar uma tendéncia generalizada em deixar a incognita no primeiro membro, pois a resposta a

z

ser fornecida “precisa ser x é igual a...”, respeitando a estrutura sujeito/atributo. Resolver a equagio
encontrando 1=x causa um certo estranhamento entre os estudantes.

Ainda, de modo mais geral, sendo A<B, a conclusdo de que B>A também ndo é automatica, nem
natural. Novamente, a estrutura da frase na Lingua Materna constitui uma dificuldade para que os alunos
consigam de modo natural “pensar ao contrério”.

Ocorre que o curso de Célculo, porta de entrada para a Matematica de nivel superior, apresenta aos
alunos diversas situagSes em que tém que utilizar uma estratégia contraria 3 que normalmente utilizavam no
Ensino Bisico.

Na Escola Basica, a identidade (a+b)’ =@’ +2ab+b" é trabalhada e, em geral, os alunos chegam

no curso de Célculo, com essa questdo incorporada, sem maiores problemas, naturalmente lida da esquerda
para a direita. Assim, também ¢ geral o fato de ndo serem capazes, com igual desenvoltura, de aplicé-la ao

contrério, na forma a*+2ab+b*=(a+b)*. Nio lhes parece natural, consideram que o professor esti
forgando a situagdo ou fazendo algum truque de mégica, ao escrever a expressdo y=ax’+bx+c, com
a#0,naforma y=a(x+m)’+k, a fim de construir o grafico da fungdo a partir daquele mais simples de

y=x", pensando em movimentos do plano como translagdes e reflexdes.

E andloga a situagdo envolvendo a relagdo sen(a +b)=sen a.cosb+sen b.cosa, largamente
trabalhada no Ensino Médio. Em geral, os alunos conhecem tal relagdo, muitas vezes de modo apenas

mnemonico, sem qualquer significado, mas dificilmente percebem que %cosb +—-\§sen b=sen (—763+ b )

Novamente, a estrutura lingiiistica impera.

Mais uma situagdo que causa estranheza para os alunos é o fato de terem sido de certa forma
treinados a efetuar operages. Dessa maneira, dada uma operagdo entre dois nimeros ou duas expresses,
procurar o resultado € uma tendéncia em geral automatica. Assim,

2 + 5 _ 7x-5
x=3 x+5 x*+2x-15

z

nio causa nenhum espanto e é um fato naturalmente aceito, por meio das manipulagdes algébricas
necessarias.

Entretanto, ao trabalhar a técnica de integraggo por meio de fragBes parciais, o professor percebe que
os alunos ndo consideram natural decompor uma fragdo dada na soma de duas outras mais simples.
Novamente, “pensar ao contrério” ndo é automético ¢ a leitura da frase da direita para a esquerda causa um
certo desconforto.

Ao trabalhar limites, também €& possivel identificar dificuldades. A igualdade existente em
lim f(x) =L apresenta caracteristicas diferentes, pois, dependendo do caso, o valor L pode ser atingido pela

fungdo f, mas nio necessariamente. Comparando com os contextos em que o sinal “=" foi sempre utilizado na
Escola Basica, ndo ¢ de se estranhar a dificuldade conceitual imediata com a qual os alunos se defrontam.
(. , s . X =5x+6 .
Além disso, no calculo de um limite simples como 111131—3— , a necessidade de fatorar o
X, x p—
numerador da fragio para resolver o limite

Sh: No. I don’t get it. That’s equal.



2 — — -
lim > 5x+6 ~1im (x=3)(x-2)
x-3 x— 3 x=3 X~

=lim(x~2) =1

constitui outro exemplo de pensamento reverso.

Uma outra situagdo em que a estrutura lingiiistica da frase envolvendo o verbo de ligagdo ser gera
perplexidade € o que ocorre em, por exemplo, o niimero ¢ é irracional. Além disso, ¢ do tipo irracional no-
algébrico, ou seja, transcendente. Isso faz dele algo especial? Existem infinitos mais nimeros irracionais que
racionais. Existem infinitos mais nimeros transcendentes que algébricos. O nfimero e é do tipo de nimero
mais comum que existe, muito embora esse fato nio seja visivel para os alunos, habituados que estio com o
trabatho com os nimeros inteiros ou quando muito racionais.

Ao dizer “o niimero e € um nlimero transcendente”, o que significa esse “é”? O verbo ser, o que faz?
Identifica? Atribui caracteristicas? Explica?

Essas questdes nfo sdo despreziveis ao se pensar que o verbo ser vinha sempre sendo utilizado na
igualdade, ligando duas quantidades iguais. Entretanto, em Matemitica, o verbo ser muitas vezes pode
significar “pertence a” ou “estd contido em”. Por exemplo, “e € um niimero real” significa em linguagem
matematica, ec R. :

Por outro lado, o que significa o sinal de igualdade “=" na expressdo e =2,718...° Na verdade, trata-
se apenas de um valor aproximado do numero e, que as reticéncias ao final pretendem denotar. Esse fato
necessita de um alerta especifico, uma vez que as reticéncias, em geral, sio utilizadas para indicar a repeti¢do
de determinado periodo numa dizima periédica. No caso o sinal “=" néo significa uma igualdade!

Todo o trabalho com a determina¢do da fungdio inversa em seu dominio ou em uma restricdo, se
- encaixa obviamente na idéia do pensamento reverso.

Pensamos que a ida e a volta que caracterizam o pensamento reverso sio um dos caminhos que
precisam ser percorridos na busca da construgéo do significado em Calculo. Nesse sentido, ndo se pode deixar
de levar em conta a bagagem trazida pelo aluno, respeitando e buscando compreender suas dificuldades.

Essas questGes permeiam os processos de ensino e aprendizagem da Matematica, particularmente da
Matemdtica superior, sendo portanto necessario encontrar contextos tipicos do ensino superior em que elas
scjam significativas. Ndo se trata, portanto, de adiar ou esconder os problemas existentes no ensino de
Célculo, ou culpar em uma formagdo basica deficiente. E preciso encarar os problemas ¢ ir adiante com a
Matemidtica superior, sem ficar barrado nos primeiros obstaculos. :

Voltando & perspectiva oriental,

Sem o padrdo sujeito-predicado na estrutura da sentenca, o chinés nio desenvolveu a
no¢do de lei de identidade na Légica nem o conceito de substancia na Filosofia. E sem esses
conceitos, ndo poderia haver nogdo de causalidade, nem de Ciéncia. O chinés desenvolve, em lugar
disso, uma Légica correlacional, um pensamento analdgico e um raciocinio relacional que, apesar
de inadequados para a Ciéncia, sGo extremamente tteis em teoria sociopolitica. E por isso que,
primacialmente, a Filosofia chinesa é uma Filosofia de vida. (CHU, p.215)

Parafraseando a citagdo acima, a Matematica que se ensina/aprende, pode ser uma Matemitica de
vida?
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